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基礎数学

1 基礎数学

1.1 関数 f : R → Rが以下の条件 (i),(ii)を満たすとする.

(i) f(0) = 0 (ii)
∣∣x− y

∣∣ ≤ 1ならば
∣∣f(x) − f(y)

∣∣ ≤ 1が成り立つ.

以下の問いに答えよ.

(1)
∣∣f(1)∣∣ ≤ 1を示せ. (2)

∣∣f(1.5)∣∣ ≤ 2を示せ.

(3) すべての x ∈ Rに対して　
∣∣f(x)∣∣ ≤ |x| + 1　が成り立つことを示せ.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280509)

1.2 (1) 以下の図は x = 0のまわりで y = 20x3 + 40x4 と y = 1000x5 + 2000x7 のグラフを同じ縮尺で

重ね合わせて描いたものである（x軸方向と y軸方向の縮尺は異なることに注意せよ）. 実線の
グラフと破線のグラフがそれぞれどちらの多項式に対応しているか答えよ.

O

y

x

(2) P (x) = akx
k + ak+1x

k+1 + · · ·+ anx
n (k ≤ n)という形の多項式について, m(P ) = kと定め

ることにする. 以下の図は x = 0のまわりで 2つの実数係数多項式のグラフを重ね合わせて描い
たものである. 実線のグラフに対応する P (x)と点線のグラフに対応するQ(x)について, m(P )
とm(Q)の偶奇および大小の関係について述べよ.

O

y

x

(3) x = 0のまわりで 3つの実数係数多項式のグラフを重ね合わせて描いたとき, 以下の図のような
配置とはならないことを示せ.

O

y

x

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280601)
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1.3 x, yを実数としたとき, 次のそれぞれが「x2 + y2 ≤ 1」に対して「必要条件」「十分条件」「必要十分
条件」「いずれでもない」のうちいずれかを答えよ.

(1) x ≤ 1/2または y ≤ 1/2

(2) |x| ≤ 1 かつ y ≤ √
1− x2 かつ y ≥ −√

1− x2

(3) |xy| ≤ 1/2

(4) |x| ≤ 1/
√
2 かつ |y| ≤ 1/

√
2

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281801)

1.4 合宿で 11人を 3つの定員 4人の部屋に割り振りたい. ここで 11人中特定の 2人は必ず別々の部屋に
なるようにしたい, なお, 11人は区別できる個人として扱うが, 3つの部屋は同等に扱い, 区別しな
い. 部屋割りは何通りあるか. 場合の数を求めよ.

(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282702)

1.5 次の値を求めよ. ただし, オ. において, 1以上 100以下の整数を全体集合とし, A = {1, 2, 3, 5, 7, 13}
とする. また, n(A)は集合 Aの要素数を表し, Aは集合 Aの補集合を表す.

ア. 3! イ. 0! ウ. 5P2 エ. 7C2 オ. n
(
A ∪ A

)
(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282706)

1.6 三角形の加法定理を用いて,

sin θ −√
3 cos θ = 2 sin(θ − a)

の式における aを決定したい. どのように決定するか解法の過程を説明せよ. また aの値を答えよ.

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285411)

1.7 対数についての以下の問いに答えよ. ただし, a, b, c,M は 1でない正の数が入るものとする.

(1) 底とは logaM = bの式のどの記号であるか.

(2) 底の変換公式とは次の (ア)から (エ)のうちのどれか.

(ア) logaM =
loga b
logM b

(イ) logaM =
logM b

loga b

(ウ) logaM =
logbM
loga b

(エ) logaM =
logcM
logc a

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285412)

1.8 logM は log10 M の 2.303倍で近似される（≒で結ばれる）. 近似ではなく完全に等号（＝）で結ぶ
には対数表記で何倍すればよいか. ただし, logM = logeM である.

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285413)

1.9 直線 y =
1√
3
xに関する以下の点の対称移動をそれぞれ求めよ.

(1) (1,
√
3) (2) (0, 1)

(香川大類 28)　　 (固有番号 s285703)

微分積分 I

2 微分

2.1 y = x4 − 2x3 + 1とする. 0 ≤ x ≤ 3のとき yの最大値, 最小値を求めよ.
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(北見工業大類 28)　　 (固有番号 s280201)

2.2 a, b, cを正の実数とするとき, 以下の問いに答えよ. ただし, a �= 1, c �= 1とする.

(1) loga b =
logc b
logc a

が成り立つことを示せ.

(2) 方程式 loga x = 2xの実数解が 1つだけになるための aの条件を求めよ.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280501)

2.3 (1) 次の条件を満たす数列 {an}を求めよ. ただし, Sn =
n∑
k=1

ak とする.

a1 = 1, an+1 = −an + Sn (n = 1, 2, 3, · · · )

(2) 次の数列が収束するとき, 実数 xの範囲と数列の極限を求めよ.

(2x− 1)n

3n
(n = 1, 2, 3, · · · )

(3) ロピタルの定理を用いて, 以下の極限を求めよ.

lim
x→0

(
sinx

x

) 1
1− cosx

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280503)

2.4 次の関数を微分せよ.

(1) y = xx (2) y = sin
(
cos(x2)

)
(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280608)

2.5 以下の関数の n次導関数を求めよ.

y(x) = x2ex

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280612)

2.6 以下の極限値を求めよ.

(1) lim
x→∞

(
x3

ex

)
(2) lim

x→1

(
logx
x− 1

)
(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280614)

2.7 次の極限値を求めよ.

lim
x→0

sin 3x
tan x

(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281105)

2.8 f を実数全体で定義された実数値関数とする.

(1) 「f は至るところ連続ある」という定義を述べよ.

(2) 「f は一様連続ある」という定義を述べよ.

(3) 関数 f(x) = sinxは一様連続であることを証明せよ.

(4) 関数 f(x) = x2 は一様連続でないことを証明せよ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281305)
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2.9 関数 f(x)が次式で与えられているとする.

f(x) =


 xn sin

1
x

(x �= 0) ,

0 (x = 0) .

このとき, 以下の問に答えよ.

(1) n = 2のとき, x = 0において f は微分可能であるかを示せ.

(2) n = 2のとき, f ′(x)は x = 0で連続であるかどうかを示せ.

(3) n = 3のとき, f ′(x)は x = 0で連続であるかどうかを示せ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281311)

2.10 次の関数 f(x)について, 以下の設問に答えよ.

f(x) =




x
e1/x − 1
e1/x + 1

(x �= 0)

a (x = 0)

(1) すべての実数 xにおいて連続となる aに関する条件を求めよ.

(2) 上記 (1)の条件のもとで, x = 0における微分可能性を調べよ.

(3) 上記 (2)において微分可能である場合は f ′(0)を求めよ. 微分可能ではないが, 右側微分係数
f ′
+(0), 左側微分係数 f ′

−(0)が存在する場合は, それぞれを求めよ. ただし, 存在しない場合は,
“存在しない”と答えること.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281317)

2.11 次の関数を xについて微分せよ.

(1) y = tan
(

1
1 + x2

)
(2) y = x(e3x)

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281401)

2.12 (1) 極限値 lim
x→∞

(
x+ 1
x− 1

)√
x2−1

を求めよ.

(2) 実数 p, qは, p > 1,
1
p
+

1
q

= 1を満たすとする. このとき, a≧ 0, b≧ 0を満たすすべての実

数 a, bに対して, 不等式　 ab≦
ap

p
+

bq

q
　が成り立つことを示せ.

(信州大類 29)　　 (固有番号 s291901)

2.13 関数 f(x) = −
N∑
n=1

(an−x)2 を最大にする xを求めよ. ただし, N は正の整数, an, n = 1, 2, 3, · · · , N

は任意の実数とする.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282001)

2.14 以下の極限は存在するか, 存在すればその値を求めよ.

lim
x→0

arcsinx
(1 + cosx) log(1 + x)

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282005)
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2.15 正の定数 a > 0と自然数 nに対して, 等式(
1 +

bn
n

)n
= 1 + a

が成り立つように数列 {bn}を定める. また, 関数 f(x)を f(x) = (1 + a)x により定める. このとき,
次の問いに答えよ.

(1) bn を aと nを用いて表せ.

(2) 関数 f(x)の x = 0における微分係数 f ′(0)を求めよ.

(3) lim
n→∞ bn を求めよ.

(4) bn と bn+1の大小関係を不等式で表せ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282013)

2.16 xy 平面において, 原点 O を中心とする半径 1の円を C とする. x軸上に点 T (t, 0), 0 < t < 1を
とる. 点 T を通る直線 �と円 C との交点を A,B とする．ただし,直線 �は点 Oを通らないとする.

OAB の面積を S とするとき, 下の問いに答えなさい.

(1) 直線 �と点 Oの距離を hとするとき, hの取りうる値の範囲を tで表しなさい.

(2) 前問の hを用いて S を表しなさい.

(3) S の最大値 f(t)を tで表しなさい.

(長岡技科大類 28)　　 (固有番号 s282102)

2.17 次のことを示せ.

(1) f(x) =

{
x−1 (x �= 0)
0 (x = 0)

とする. f(x)は連続でない.

(2) f(x) =

{
xm (x > 0)
0 (x ≤ 0)

とする. m ≥ 3ならば, f ′(x)は微分可能である.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282213)

2.18 x > 0の範囲で考えて, 　 f(x) = x2 logx　と置く.次の小問に答えよ.

(1) f(x)のグラフの概形をかけ, また f(x)の極値を求めよ.

(2) すべての自然数 nに対して f(x)の n次導関数を求めよ

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282218)

2.19 次の問いに答えよ. ただし, 以降 a, bは正の定数とする.

(1) f(x) = ax の導函数を求めよ.

(2) 極限値 lim
x→+0

1
x
log

ax + bx

2
を求めよ.

(3) 極限値 lim
x→0

(
ax + bx

2

)1/x

を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282220)

2.20 次の極限値を求めよ.

(1) lim
x→0

ex − 1− x

x2
(2) lim

x→1

√
2x− 1−√

x

x− 1
(福井大類 28)　　 (固有番号 s282401)
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2.21 次の関数の導関数を求めよ.

(1) y = x3
√

3x2 + 1 (2) y = (1 + x)x

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282402)

2.22 次の関数を微分せよ.

(1) y = (x2 − 2x+ 3)5 (2) y = cotx (3) y = sin−1 x (4) y = xe2x

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282411)

2.23 次の関数 f(t)と g(t)について, 以下の問いに答えよ. ここで, eは自然対数の底である.

f(t) = 5e−t , g(t) = t2 + t+ 1

(1)
df

dt
,
dg

dt
をそれぞれ求めよ.

(2) tを媒介変数とする媒介変数方程式{
x = f(t)
y = g(t)

に対し, 以下の問いに答えよ.

ア.
dy

dx
を tの関数で表せ.

イ.
d2y

dx2
を tの関数で表せ.

(3) z(t) = f(t)g(t)とし, 以下の問いに答えよ. なお, 答えは eを含んだままでもよい.

ア. z(t)に関して, すべての極値を求めよ. また, そのときの tも示せ.

イ.
∫ 1

0

z(t)dtを求めよ.

(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282701)

2.24 以下の問いに答えなさい. ただし, y′ =
dy

dx
である.

y = xx (x > 0)のとき, y′ を求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283103)

2.25 次の関数 f(x)の第 n次導関数 f(n)(x)を求めなさい.

f(x) = ex sinx

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283106)

2.26 次の関数を微分せよ.

(1) y =
sinx− x cosx
x sinx + cosx

(2) y =
√

x2 + 3x + 2 (3) y = xloge x

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283109)

2.27 (1) 極限値 lim
x→0

1− cos 2x
x2

を求めよ.

(2) 関数 y = log
√
1− x2を微分せよ. ただし, xは実数で |x| < 1とする.

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283204)

2.28 (1) x = a cos3 t, y = a sin3 t (a > 0)のとき,
dy

dx
,
d2y

dx2
を求めよ. ただし, 途中の計算式も解答用

紙に明記すること.

(2) lim
x→∞x

1
x の値を求めよ. ただし, 途中の計算式も解答用紙に明記すること.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284109)
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2.29 二つの放物線, y = x2 + 5x+ 9と y = −x2

2
+ x− 2の両方に接する接線の方程式を求めなさい.

(山口大類 28)　　 (固有番号 s284303)

2.30 次の極限値　 lim
x→∞x

(π
2
− tan−1 x

)
　を求めよ.

(高知大類 28)　　 (固有番号 s284505)

2.31 次の関数の極限を求めよ.

(1) lim
x→a

x2 − 3ax + 2a2

x2 − a2
(2) lim

x→∞

(
1 +

1
x

)x
(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284901)

2.32 次の関数を微分しなさい.

(1) −3x2 + x +
1
x2

(2) x3e−x (3)
(
x +

1
x

)3

(4)
x2

logx

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284906)

2.33 次の関数の n次導関数を求めなさい.

(1) sinx (2)
1

x2 − 1
(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284907)

2.34 点 (1, 4)を通る関数 y = x2 + 2xの接線は存在しないことを証明しなさい.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284909)

2.35 次の微分を求めよ. ただし, eは自然対数の底である.

(1) y =
x

x2 + 1
(2) y = e−x sinx (3) y =

logx
x

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284911)

2.36 次の関数を微分せよ.

(1) e3x (2) loga x
(
ヒント：loga x =

log x
log a

)
(3) log10

(
log10 x

)
(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284921)

2.37 次の関数の極限を求めよ. ただし, a > 0とする.

(1) lim
x→∞

(
1 +

1
2x

)x
(2) lim

x→1

sin(x2 − 1)
x− 1

(3) lim
x→a

3
√
x− 3

√
a√

x−√
a

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284925)

2.38 次の関数 yの導関数 dy/dxを求めなさい.

(1) y = 3
√
x2 + 1 (2) y =

{
1− (1− x2)2

}2 (3) y = tan 4x (4) y = xsin x

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284930)

2.39 以下の微分を計算せよ.

(1)
d

dx
log(x2 + 4x+ 4) (ただし, x > 0) (2)

d

dx

(
cosx

1 + sinx

)
(ただし, 0 < x < π)

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285401)

2.40 次の微分を求めなさい.
d

dx
(cos2 x+ cos2 y) (ただし, x + y = π/2とする. )

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285406)
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2.41 次の関数を xで微分しなさい.

y = xcos(x)

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285414)

2.42 以下の微分を計算せよ.

d sin3 x

dx
(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285509)

2.43 次の極限値を求めよ.

(1) lim
x→∞

5x4 − 4x2

8x4 + 5x3
(2) lim

x→∞
log x
4x

(3) lim
x→∞

(√
2x2 + x+ 1−

√
2x
)

(香川大類 28)　　 (固有番号 s285701)

2.44 次の関数を微分しなさい.

(1) f(x) =
√
3− 2x2 (2) f(x) =

x

ex
(3) f(x) = tan−1(1 − x)

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285904)

2.45 極限値 lim
x→0

x sinx

cosx− 1
を求めなさい.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285907)

2.46 t(0 < t < 2π)の関数 x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) について, 以下の問いに答えよ. ただし, aは

0でない定数とする.

(1)
dy

dx
を求めよ. (2) (1)の結果を用いて,

d2y

dx2
を求めよ.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285911)

2.47 関数 f(x) = ex(ax2 + b)に対し, f(n)(x)を f(x) の n次導関数とする. ただし a, bは 0でない実数,
nは自然数とする. 以下の問いに答えよ.

(1) f(1)(x), f(2)(x)を求めよ.

(2) f(n)(x)を求めよ.

(3) xについての方程式 f(n)(x) = 0が実数解をもつための必要十分条件を, n, a, bを用いて表せ.

(はこだて未来大類 28)　　 (固有番号 s286302)

2.48 次の関数を xで微分しなさい.

(1) x2(x3 − x2) (2) (x2 − 2x+ 5)4 (3) e2x
√
x (4)

sinx

x
(5) x loge x

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286401)

2.49 次の極限値を求めなさい.

lim
x→∞

(
x+ 1
x− 1

)x

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286501)
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3 積分

3.1 以下の積分を計算せよ.

(1)
∫ 1

0

dx√
1− x2

(2)
∫ 1

−1

x + 6
x2 − 4

dx (3)
∫ ∞

2

logx
x2

dx

(北海道大類 29)　　 (固有番号 s290102)

3.2 次の積分の値を求めよ.
∫ √

2

0

2x3e−x
2
dx

(北見工業大類 28)　　 (固有番号 s280203)

3.3 2つの曲線 y = cos 2x (0≦ x≦π), y = sinx (0≦ x≦π) とその曲線によって囲まれた図形 S につ

いて, 次の問いに答えなさい.

(1) 2つの曲線を図示し, また図形 S を斜線で図示しなさい.

(2) 2つの曲線の交点の x座標を求めなさい.

(3) 図形 S を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めなさい.

(岩手大類 28)　　 (固有番号 s280304)

3.4 次の積分を求めよ.

(1)
∫ π

0

| sin(x− a)|dx (aは 0 < a < πの定数) (2)
∫ ∞

1

1
x2

dx

(秋田大類 28)　　 (固有番号 s280402)

3.5 次の定積分を計算しなさい.∫ π
8

0

sin2 2xdx

(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281106)

3.6 実数 t ≥ 0, 実数 a > 0について定義された関数 f(t) = sinhatに対して, 以下の式で定義される関数
F (s)を求めなさい.

F (s) =
∫ ∞

o

f(t) exp(−st)dt

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281206)

3.7 曲線 A : y = x · ex について, 以下の問いに答えなさい.

(1) 曲線 A, x軸 (y = 0), そして x = a (a < 0)により囲まれる図形の面積 S(a) を求めなさい.

(2) lim
a→−∞S(a)の値を求めなさい.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281307)

3.8 関数 f(x)と f の定義域に含まれる区間 [0, 1]を考える.

xi =
i

n
(i = 0, 1, · · · , n)

で与えられる区間 [0, 1]の分割に対して,

Ik = (xk−1 , xk] (k = 1, · · · , n)

とし, 次の和を定義する.

Sn =
n∑
k=1

1
n

sup
x∈Ik

f(x)
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sn =
n∑
k=1

1
n

inf
x∈Ik

f(x)

この Sn, sn がそれぞれ n → ∞において極限を持つとき,

S = lim
n→∞Sn,

s = lim
n→∞ sn

とする. S = sならば関数 f が区間 [0, 1]で積分可能であるといい,

S = s =
∫ 1

0

f(x)dx

と書く. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) f(x) = xとするとき, (a) Sn, sn を求め, (b) f が [0, 1]上で積分可能かどうかを示せ.

(2) 以下の関数 f が [0, 1]上で積分可能かどうかを示せ.

f(x) =

{
x2 (xが無理数)
x (xが有理数)

ただし,
n∑
k=1

k2 =
1
6
n(n+ 1)(2n + 1)である.

(筑波大類 28) 　　 (固有番号 s281312)

3.9 次の不定積分を求めよ.∫
2x

x2 − 2x + 3
dx

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281402)

3.10 2つの曲線 y = x2 と y = ax3 + bx2 + cx + d (a > 0とする)が, x = −1, x = 0, x = 2の 3点で交
わっている. このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) bと cをそれぞれ aの式で表せ.

(2) 2つの曲線で囲まれる部分の面積を aの式で表せ.

(3) 2つの曲線の x = −1における接線が直交するときの aを求めよ.

(群馬大類 28)　　 (固有番号 s281501)

3.11 (1) 不定積分
∫

dx

x2 − x+ 1
を求めよ.

(2) 等式
1

x3 + 1
=

a

x+ 1
+

bx + c

x2 − x + 1
が xついての恒等式となるように, 定数 a, b, cの値を定めよ.

(3) 広義積分
∫ ∞

0

dx

x3 + 1
の値を求めよ.

(信州大類 29)　　 (固有番号 s291902)

3.12 関数 g(x) =
exp(x) + exp(−x)

2
の上の曲線の長さ sを − loge 2 ≤ x ≤ loge 2の範囲で求めよ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282002)

3.13 以下の関数で表される曲線がある. 区間 −4≦ x≦ 4における曲線の長さを求めよ.

y = 2
(
ex/4 + e−x/4

)

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282009)
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3.14 自然数 nに対して,

In =
∫ π

0

sinnx

sinx
dx , Jn =

∫ π

0

(
sinnx

sinx

)2

dx

とするとき, 次の各問いに答えよ.

(1) 次の公式を利用して, In+2 = In を示せ.

sinA− sinB = 2 cos
A+B

2
sin

A−B

2

(2) In を求めよ.

(3) 数列 {Jn}が等差数列になることを示せ.

(4) Jn を求めよ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282011)

3.15 Q0(t) =
1√
2
, Qn(t)は n次式 (n = 1, 2, 3)で

(a)
∫ 1

−1

(Qn(t))
2
dt = 1 ,

(b)
∫ 1

−1

Qm(t)Qn(t)dt = 0 (0≦m < n≦ 3) ,

(c) Qn(t)の tn の係数は正

とする. このとき Qn(t) (n = 1, 2, 3)を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282203)

3.16 nを自然数とし, In を次の広義積分で定める. 　 In =
∫ ∞

1

xn−1e−xdx

(1) I1の値を求めよ.

(2) n ≥ 2のとき, 次の漸化式が成り立つことを示せ. 　 In =
1
e
+ (n − 1)In−1

(3) 次式が成り立つことを数学的帰納法を用いて示せ. 　 In =
(n− 1)!

e

n−1∑
k=0

1
k!

(4) 次の極限値を求めよ. 　 lim
n→∞

In
(n− 1)!

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282214)

3.17 函数 y = sin−1 x, x ∈ [−1, 1]に対して, 次の問いに答えよ.

(1) y = sin−1 xの導函数を求めよ．

(2) y = sin−1 xのグラフの概形をかけ．

(3)
∫ 1

0

sin−1 xdxを求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282219)

3.18 In =
∫ π

2

0

cosn xdx とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) In =
n− 1
n

In−2 (n ≥ 2)を示せ.

(2)
∫ π

2

0

cos6 xdxを求めよ.
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(3)
∫ π

2

0

x sin x cos5 xdxを求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282221)

3.19 xは 0 < x < 1を満たす実数とし, nは n > 2を満たす整数とする.

(1) f(x) = sin−1 xの導関数を求めよ. ここで, sin−1 xは sinx の逆関数である.

(2)
√
1− x2 <

√
1− xn < 1を示せ.

(3)
1
2
<

∫ 1
2

0

1√
1− xn

dx <
π

6
を示せ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282222)

3.20 aを実数の定数とする. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) 広義積分
∫ 1

0

xa log xdxが収束する aの値の範囲を求めよ.

(2) (1)の広義積分が収束するとき, その値を求めよ.

(富山大類 28)　　 (固有番号 s282301)

3.21 次の積分を求めよ.

(1)
∫ π

2

0

x2 cosxdx

(2)
∫ π

0

∣∣sin 3x
∣∣dx （必要であれば, 変数変換 3x = tを使用せよ.）

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282403)

3.22 次の関数の不定積分を求めよ.

(1) y =
(
x− 1

x

)3

(2) y = sin3 x cos3 x (3) y =
1

ex + 1
(4) y =

1
(1− x2)3/2

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282412)

3.23 以下の積分をおこないなさい.

(1)
∫

1
x ln x

dx (2)
∫ ∞

0

e−x
2
dx

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282421)

3.24 次の不定積分を求めなさい. ∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

(静岡大類 28)　　 (固有番号 s282501)

3.25 a, b > 0とする. xy 平面の第 1象限において
√

x

a
+
√

y

b
= 1が表す曲線を C とする.

また, x軸, y 軸および C で囲まれる閉領域を Aとする. 以下の問に答えよ.

(1) x = a cos4 t. y = b sin4 tとする. このとき,
√

x

a
+
√

y

b
の値を求めよ. また,

dx

dt
を tを用いて

表せ.

(2) 曲線 C を y = y(x)と表し, y′(x) =
dy(x)
dx

とする. このとき, lim
x→a−0

y′(x)および lim
x→0+0

y′(x)

を求めよ.

(3) Aの概形を描け.
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(4) Aの面積を求めよ.

(岐阜大類 28)　　 (固有番号 s282601)

3.26 次の不定積分を求めよ.

(1)
∫

cos2 xdx (2)
∫

x cos xdx

(豊橋技科大類 29)　　 (固有番号 s292704)

3.27 xy平面上の曲線 y = cos(x− π)+ 1 (0≦ x≦ 2π)と直線 y = 0に囲まれた図形Dについて, 次の問
いに答えよ.

(1) Dの面積 S を求めよ.

(2) Dを x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V1を求めよ.

(3) Dを y軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V2 を求めよ.

(豊橋技科大類 29)　　 (固有番号 s292705)

3.28 次の不定積分を求めよ.　
∫

1
cos3 x

dx

(名古屋大類 28)　　 (固有番号 s282804)

3.29 次の不定積分を求めよ.
∫

1
x2

√
x2 + 4

dx

(名古屋工業大類 28)　　 (固有番号 s282902)

3.30
∫

1
sinx

dx = log
∣∣∣tan x

2

∣∣∣+ C (C は定数)を証明せよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283104)

3.31 関数 f(x) =
√
1− x2 に関して, 次の問いに答えなさい.

(1) 範囲 0≦ x≦ a (aは 1未満の正の定数)で y = f(x)の描く曲線を xy平面上に図示し,∫ a

0

f(x)dx の示す意味を説明しなさい.

(2) 次の式が成り立つことを, 問 (1)を利用して図形を用いて説明しなさい.∫ a

0

√
1− x2dx =

1
2

(
a
√

1− a2 + sin−1 a
)

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283107)

3.32 次の不定積分を求めよ.

(1)
∫

1
ex + 1

dx (2)
∫

x2 sinxdx

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283110)

3.33 (1) 曲線 y = loge x上の点 (1, 0)における接線が曲線 y = aex の接線でもあるとき, 定数 aの値を

求めよ.

(2) この接線, 曲線 y = aex, および y軸で囲まれた部分の面積を求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283112)

3.34 xy平面上のサイクロイドは, θをパラメータとして{
x = a(θ − sin θ)
y = a(1 − cos θ)

で与えられる. ただし, aは正の定数である. この曲線の 0≦θ≦ 2π 部分の長さを求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283114)

14



3.35 広義積分
∫ 1

0

(log x)2dxの値を求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283116)

3.36 (1) 次の不定積分を求めよ. ∫
5x− 4

2x2 + x− 6
dx

(2) 自然数m,nに対して, 次の等式が成り立つことを示せ.

∫ π

−π
sinmx sinnxdx =

{
π (m = n)
0 (m �= n)

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283202)

3.37 正の実数 aに対して,
∫ ∞

−∞
e−ax

2
dx =

√
π

a
が成り立つことを利用して,

定積分
∫ ∞

−∞
(x− 1)2e−a(x

2−2x)dxを計算せよ.

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283206)

3.38 原点を中心とした半径 aの大円がある. 大円の中に半径 a/4の小円があり, 初期状態において座標
(a, 0)にある点 P で大円に内接している. 小円が大円に内接したまま時計回りに回転すると, 小円
は反時計回りに大円の内側を移動する. 点 P は小円の移動と回転に従って移動する. 大円と小円の
接触点では滑りは生じないものとする. このとき, (1)～(6)に答えよ.

x

y

O

C

C

P

P

t

(1) 原点 O と小円の中心 C を結ぶ線分と x軸が成す角が tのとき, 点 P の座標 (xp, yp)を tで表

せ, ただし, 0 < t < π/2とする.

(2) 点 P の軌跡のうち第 1象限の部分 (0 < t < π/2)の曲線の方程式を求めよ.

(3) 小円が大円の中を一周して元の位置に戻るまでに点 P が描く軌跡M を解答用紙に作図せよ.

(4) 軌跡M の全長を求めよ.

(5) 軌跡M で囲まれた部分の面積 S を求めよ.

(6) 軌跡M のうち, 0 < t < π/2における接線が x軸および y 軸によって切り取られる線分の長さ

を求めよ.

(京都大類 28)　　 (固有番号 s283302)

3.39 (1) 不定積分
∫

dx

x3 + 1
を求めよ. (2) 広義積分

∫ ∞

1
2

dx

x3 + 1
を求めよ.

(京都工芸繊維大類 28)　　 (固有番号 s283402)
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3.40 自然数 nに対して, In を　 In =
∫ ∞

0

x2n−1

(1 + x2)n+1
dx　とおくとき, 次の問いに答えよ.

(1) I1の値を求めよ.

(2) In+1を In と nを用いて表せ.

(3) In の値を求めよ.

(4) 極限値 lim
n→∞(In+1 + In+2 + · · ·+ I2n)を求めよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283608)

3.41 D0(x) ≡ 1, Dn(x) = 1 +
n∑
k=1

2 cos kx (n ≥ 1) , Fn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(x) (n ≥ 0)で R上の関数列

{Dn}と {Fn}を定義する. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dn(x) sin
x

2
= sin

(
n+

1
2

)
xとなることを示せ.

(2) Fn(x) sin2 x

2
=

1
2(n + 1)

{
1− cos(n + 1)x

}
=

1
n+ 1

sin2 n+ 1
2

xとなることを示せ.

(3)
∫ π

−π
Fn(y)dy = 2πとなることを示せ.

(4) 0 < δ < πなる δに対して lim
n→∞

∫
δ≤|y|≤π

Fn(y)dy = 0となることを示せ.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283805)

3.42 関数 fn(x) (n ∈ N)を

fn(x) = cn

(
1 + cosx

2

)n
で定める. ただし, cn は正の定数で ∫ π

0

fn(x)dx = 1

となるように選ぶ. 以下の問いに答えよ.

(1) n ∈ Nに対して ∫ π

0

(
1 + cosx

2

)n
sinxdx

を求めよ.

(2) すべての n ∈ Nに対して cn <
n+ 1

2
が成り立つことを示せ.

(3) 0 < x≦πのとき, lim
n→∞fn(x)を求めよ.

(岡山大類 28)　　 (固有番号 s284001)

3.43 (1) 2以上の自然数 nに対して,∫
cosn

x

3
dx =

3
n
cosn−1 x

3
sin

x

3
+

n− 1
n

∫
cosn−2 x

3
dx

が成り立つことを示せ.

(2) f(θ) = cos3
θ

3
とし, xy‐平面上の曲線

C :

{
x = f(θ) cos θ
y = f(θ) sin θ

(0 ≤ θ ≤ 2π)

を考える. 次の (i), (ii), (iii)に答えよ.
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(i) C の概形を図示せよ（x軸, y 軸との交点の座標も記すこと）.

(ii) C の長さを求めよ.

(iii) C で囲まれた部分の面積を求めよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284102)

3.44
∫

1
sinx

dxについて, t = tan
x

2
と置換することによって計算せよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284110)

3.45 実数 xに対し,

coshx =
ex + e−x

2
sinhx =

ex − e−x

2
tanhx =

sinhx
coshx

と定義する. 以下の問いに答えよ.

(1) f(x) = tanhxのグラフを描け. 増減表を書き, 変曲点があればすべて求めること.

(2) |f(x)| ≤ 4
5
を満たす xからなる区間を求めよ.

(3) f ′′(x) + 2f(x)
(
1− f(x)2

)
= 0が成り立つことを示せ.

(4)
∫ +∞

−∞
f ′(x)2dxを求めよ.

(広島大類 29)　　 (固有番号 s294102)

3.46 y =
1
3
x
√
x + 3に関する次の問いに答えなさい.

(1)

√
1 +

(
dy

dx

)2

を求めなさい.

(2) 区間 (4 ≤ x ≤ 8)における曲線 y の長さ Lを求めなさい.

(山口大類 28)　　 (固有番号 s284304)

3.47 f(x)は開区間 (−1, 1)上で連続な正値関数で,

∫ 1

−1

f(x) dx = 1

を満たすとする. さらに, 正の整数 nごとに実数直線 R上で定義された関数 fn(x)を,

fn(x) =




nf(nx)
(
x ∈

(
− 1
n
,

1
n

)
のとき

)

0
(
その他のとき

)
　

で与える. このとき, 次の問いに答えよ.

(1)
∫ ∞

−∞
fn(x)dxを求めよ.

(2) N を正の整数とし, εを正の数とする. R上で定義された連続関数 g(x)が閉区間
[
− 1
N

,
1
N

]
上

で
∣∣∣g(x)∣∣∣ < εを満たせば, n > N を満たす任意の整数 nに対して,

−ε≦
∫ ∞

−∞
fn(x)g(x)dx≦ε

であることを示せ.
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(3) R上で定義された任意の連続関数 h(x)に対して, an =
∫ ∞

−∞
fn(x)h(x)dxとおく.

このとき, g(x) = h(x)− h(0)に対して (2)の結果を利用することにより,

数列 {an}は n → ∞のとき h(0)に収束することを示せ.

(高知大類 28)　　 (固有番号 s284502)

3.48 a > 1とし, f(x) = (ex − 1)(ex − a)とおく.

(1) 関数 y = f(x)の増減, 極値, および lim
x→±∞f(x)を調べ, グラフの概形をかけ.

(2) 曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形の面積 S を求めよ.

(3) S を (2)で求めた値とするとき, lim
a→1+0

S

(a− 1)3
を求めよ.

(愛媛大類 28)　　 (固有番号 s284604)

3.49 a, bは a > 1, b > 0なる定数とする. x≧ 0において関数 f(x)を次の式で定義する.　 f(x) = a−bx

　　

(1) f(x)の導関数を求めよ.

(2) 次の積分（広義積分）を求めよ.　
∫ ∞

0

f(x)dx

(3) 次の積分（広義積分）を求めよ.　
∫ ∞

0

a−x cosxdx

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284707)

3.50 次の不定積分を求めなさい.

(1)
∫

(x5 − 3x2 + 2x)dx (2)
∫

x√
a2 − x2

dx (3)
∫

sin3 xdx (4)
∫

log x
x

dx

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284908)

3.51 次の積分を求めよ.

(1)
∫

2x+ 1
x2 + x+ 1

dx (2)
∫

2x2 − 6
(x− 1)2(x + 1)

dx (3)
∫ π

2

0

x sinxdx

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284912)

3.52 次の積分をせよ. ただし, λ > 0である.

(1)
∫ ∞

−∞

λ

2
e−λ|x|dx (2)

∫ ∞

−∞
x
λ

2
e−λ|x|dx (3)

∫ ∞

−∞
x2 λ

2
e−λ|x|dx

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284922)

3.53 次の不定積分を求めなさい.

(1)
∫

x3 + x2 + 3x+ 1
x2 + 1

dx (2)
∫

log
(
x +

√
x2 + 1

)
dx

(3)
∫

cos4 x sinxdx (4)
∫

xex
2
dx

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284932)

3.54 (1) tの有理関数
1

(t+ 1)(t + 5)
を部分分数に分解しなさい.

(2) 定積分
∫ 1

0

ex

(ex + 1)(ex + 5)
dxの値を計算しなさい.

(熊本大類 28)　　 (固有番号 s285202)
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3.55 以下の定積分を計算せよ.

(1)
∫ π/4

0

x

cos2 x
dx (2)

∫ π

0

ex sinxdx

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285402)

3.56 次の不定積分を求めなさい.
∫

dx

x2 + 4x− 21
(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285407)

3.57 曲線 y = |x2 − 2|について以下の問いに答えなさい.

(1) 手書きでグラフを描きなさい.

(2) 曲線と直線 y = 3で囲まれた部分の面積を求めなさい.

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285410)

3.58 定積分
∫ ∞

0

e−x sinxdxを計算しなさい.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285501)

3.59 定積分
∫ ∞

0

1
(2x+ 1)(x + 1)

dxを計算しなさい.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285505)

3.60 以下の不定積分を計算せよ. なお, 積分定数は省略してよい.∫ −x2 + 2x+ 1
x3 − x2 + x− 1

dx

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285510)

3.61 自然数 n = 1, 2, · · · に対して, 関数 fn(x)を

fn(x) = n2xn+1 log x (x > 0)

と定める. 次の問いに答えよ.

(1) fn(x)の最小値を求めよ.

(2) 広義積分
∫ 1

0

fn(x)dxを計算せよ.

(3) 0 < x ≤ 1を満たす各 xに対して lim
n→∞fn(x)を求めよ. さらに f(x) = lim

n→∞fn(x) とするとき,

次の等式が成り立つかどうかを調べよ.∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx

(島根大類 28)　　 (固有番号 s285803)

3.62 次の不定積分を求めなさい.

(1)
∫

8x
(
4x2 − 1

)10

dx (2)
∫

1
1 + sinx + cosx

dx

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285908)

3.63 f(x) = Sin−1xについて, 次を求めよ. ただし, Sin−1xの値域は
[−π

2 ,
π
2

]
とする.

(1) lim
x→0

f(x) − x

x3
(2)

∫ 1
2

0

f(x)dx

(滋賀県立大類 28)　　 (固有番号 s286001)
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3.64 方程式 (x2 − 1)2 + y2 = 1の表す曲線 C について, 下の問いに答えよ.

(1) 曲線 C で囲まれた図形の面積を求めよ. なお, 計算過程も記入せよ.

(2) 曲線 C を x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積を求めよ. なお, 円周率は π と表記し,
計算過程も記入せよ.

(宇都宮大類 28)　　 (固有番号 s286103)

3.65 次の定積分, または不定積分を求めなさい.

(1)
∫ e

1

dx

x
(2)

∫ π

0

sinx dx (3)
∫

ex

1 + ex
dx (4)

∫
x(2x+1)2dx (5)

∫
ex sinx dx

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286402)

3.66 次の曲線および直線で囲まれた部分からなる図形について, 各問に答えなさい.

y =
√
2x , x = 9 , y = 0

(1) この図形の面積を求めなさい.

(2) この図形を x軸のまわりに回転して得られる回転体の体積を求めなさい.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286403)

3.67 (1) 不定積分
∫

dx

x4 + x2 − 2
を計算せよ.

(2) n = 0, 1, 2, · · · に対し, 定積分
∫ π

−π
|x| cos(nx)dxの値を求めよ.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286407)

3.68 関数 f(x) = xn logxを積分しなさい. ただし, nは整数である.

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286502)

微分積分 II

4 級数

4.1 ex cosxと tan xのマクローリン展開を x4 の項まで求めよ.

(北海道大類 29)　　 (固有番号 s290101)

4.2 実数列
{
an
}∞
n=1
に対して, 以下の問いに答えよ.

(1) 級数
∞∑
n=1

an が収束するとき,
{
an
}∞
n=1
は 0に収束することを示せ.

(2) 級数
∞∑
n=1

an が収束するとき,
{
an
}∞
n=1
のある部分列

{
an(k)

}∞
k=1
　が存在して, an(k) <

1
n(k)

が成り立つことを示せ.

(3) (2)において, 「 an(k) <
1

n(k)
」を「

∣∣an(k)

∣∣ < 1
n(k)

」と置き換えても主張は成り立つか,

もし成り立つならばそれを証明し, 成り立たない場合は反例をあげよ.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280508)
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4.3 逆正接関数について以下の問に答えよ.ただし値域は
(
−π

2
,
π

2

)
とする.

(1) tan−1 x+ tan−1(a− x) =
π

4
が実数解をもつ aの範囲を求めよ.

(2)
(
tan−1 x

)′ =
1

1 + x2
を示せ.

(3)
∫

tan−1 xdxを求めよ.

(4) tan−1 xを x10 の項までマクローリン展開せよ.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280609)

4.4 次の関数について, 0でない最初の 4項までマクローリン展開せよ.

x sin 2x

(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281107)

4.5 (1) x = 0近傍で次の近次式が成り立つように, 定数 Ai (i = 0.1, 2, 3, 4)を求めなさい.

cos(x) = A0 + A1x + A2x
2 + A3x

3 +A4x
4

(2) 次の関数をテイラー展開しなさい.

log(x + 1)

(3) lim
x→0

e5x − 1
x

の極限値を求めなさい.

(4) lim
x→∞

4x√
1 + x2

の極限値を求めなさい.

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281201)

4.6 次の問に答えなさい. ただし, logxの底は, 自然対数の底 (e)とする.

(1) (a) 関数 log(1 + x)と x cos xを, それぞれ 3次の項までマクローリン展開しなさい.

(b) lim
x→0+0

(
1

log(1 + x)
− 1

x cos x

)
を求めなさい.

(2) lim
n→∞

n
√
4n + 3n を求めなさい.

(3) lim
n→∞

(√
log x+

√
logx−

√
logx−

√
log x

)
を求めなさい.

(4) lim
x→0+0

(1− tanhx)
1

sin x を求めなさい.

(千葉大類 29)　　 (固有番号 s291201)

4.7 関数 f(x) が, X = aの近傍で C2級の関数であり, f ′′(a) �= 0を満たすとき, 以下の問いに答えな
さい.

(1) f(a + h)に, Taylor の定理を適用して展開しなさい. 条件下において, できるだけ高い次数の
項まで展開すること. また, 剰余項の表記には θ1 (0 < θ1 < 1)を用いること.

(2) f(a + h) = f(a) + hf ′(a + θh) (0 < θ < 1)において, lim
h→0

θ =
1
2
となることを示しなさい.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281306)

4.8 (1) 関数 f(x)が x = 0を含む区間で n回微分可能であるとき, 下式を満たす点 θ(0 < θ < 1)が存在
する. ただし, f(n)(x)は第 n次導関数とする.

f(x) = f(0) + xf(1)(0) +
x2

2!
f(2)(0) + · · ·+ xn−1

(n− 1)!
f(n−1)(0) +

xn

n!
f(n)(θx)

上式の最終項を除いた n項までの和の部分を関数 f(x)の近似式と呼ぶ.

f(x) = (1 + x)k (kは任意の実数)を 2次式で近似し,
√
1.1の近似値を求めなさい.
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(2) n回微分可能な関数 f(x), g(x)の積 f(x) · g(x)の第 n次導関数
(
f(x) · g(x)

)(n)

が次の式で与

えられることを数学的帰納法によって証明しなさい.

(
f(x) · g(x)

)(n)

=
n∑
i=0

nCif
(n−i)(x) · g(i)(x)

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281804)

4.9 三角関数に関する以下の問いに答えよ.

(1) ex, cosx, sinxを x = 0のまわりでテイラー展開せよ.

(2) オイラーの関係式,
eiθ = cos θ + i sin θ

が成り立つことを, 問 (1)のテイラー展開の結果を用いて示せ.

(3) 任意の正の整数 nについて, 次の恒等式が成り立つことを示せ.

cos(nθ) + i sin(nθ) = (cos θ + i sin θ)n

(4) 問 (3)の恒等式を用いて, 以下の式を証明せよ.

cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ

sin(2θ) = 2 sin θ cos θ

cos(3θ) = cos3 θ − 3 sin2 θ cos θ

sin(3θ) = 3 sin θ cos2 θ − sin3 θ

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282010)

4.10 関数の列 {ϕn(x)} (n = 0, 1, 2, · · · )をそれぞれ関係式
ϕ′

0(x)
ϕ0(x)

= 1 , ϕ0(0) = 1 ,

ϕ′
n(x)

ϕn(x)
= ϕ′

n−1(x) , ϕn(0) = eϕn−1(0) , (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める. 次の問いに答えよ.

(1) ϕ0(x) = ex, ϕn(x) = eϕn−1(x) (n = 1, 2, 3, · · · )であることを示せ.

(2) � = e� を満たす実数 �は存在しないことを示せ.

(3) 関数列 {ϕn(x)} (n = 0, 1, 2, · · · )において, どんな実数 cに対しても数列 {ϕn(c)}は収束しない
ことを示せ

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282207)

4.11
{
an

}∞

n=1
を有界な実数列とするとき,

lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞ an

ならば,
{
an

}∞

n=1
は収束することを示せ.

ただし, lim sup
n→∞

an, lim inf
n→∞ an はそれぞれ数列

{
an

}∞

n=1
の上極限, 下極限を表す.

(富山大類 28)　　 (固有番号 s282303)
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4.12 Nを自然数全体の集合とする. an ≥ 0 (n ∈ N)とし, 級数
∞∑
n=1

an が実数 αに収束するとする.

このとき, 全単射 f : N → Nに対し
∞∑
n=1

af(n) = αとなることを示せ.

(富山大類 28)　　 (固有番号 s282304)

4.13 テイラーの定理を使って, f(x, y) = sinxy を (x− π/2)と (y − 1)の 2次のベキまで展開せよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282404)

4.14 初項 a1 =
√
2であり, 次の漸化式を満たす数列

{
an
}∞
n=1
を考える.

an+1 =
(√

2
)an (n = 1, 2, 3, · · · )

数学的帰納法を用いて, 次の問いに答えよ.

(1) 数列
{
an
}∞
n=1
に対して, 不等式 an < 2を示せ.

(2) 数列
{
an
}∞
n=1
は単調増加であることを示せ.

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283203)

4.15 関数 f(x) = − 1
x2

+
2
x4
を考える. ただし, xは正の実数とする.

(1) 最小点 x = x0 を求めよ.

(2) x = x0 の周りでテイラー展開をして x− x0 の 2乗の項までの近似式を求めよ.

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283205)

4.16 関数 f(x)を　 f(x) =




ex − 1
x

(x �= 0のとき)

1 (x = 0のとき)
　で定める. 以下の問いに答えよ.

(1) ex のマクローリン展開を書け.

(2) ak (k = 0, 1, 2, · · · )を　 f(x) =
∞∑
k=0

akx
k 　により定める. ak (k = 0, 1, 2, · · · )の値を求めよ.

(3) f(x)の第 n次導関数を f(n)(x)で表す. f(99)(0)を求めよ.

(4) 広義積分　
∫ 0

−∞
f(x)dx　が収束するか発散するかを判定せよ.

(岡山大類 28)　　 (固有番号 s284002)

4.17 逆正弦関数 f(x) = sin−1 xを考える. ただし, f の値域は閉区間 [−π/2, π/2 ] とする. 以下の問い
に答えよ.

(1) 開区間 (−1, 1)において f の導関数 f ′ を求めよ.

(2) n = 0, 1, 2, · · · と −1 < x < 1に対して,

(1 − x2)f(n+2)(x) = (2n+ 1)xf(n+1)(x) + n2f(n)(x)

が成り立つことを示せ. ただし, f(n) は f の n次導関数を表す.

(3) n = 0, 1, 2, · · · に対して,
f(2n+1)(0)

(2n)!
=

(2n)!
(2nn!)2

であることを示せ. ただし, 0! = 1とする.
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(4) F は開区間 (−1, 1)上の C∞級関数とする. 自然数 N と N + 1個の実数 a0, a1, · · · , aN に対

して, gN (x) =
N∑
k=0

akx
k と定める. ただし, x0 = 1とする. このとき,

lim
x→0

F (x)− gN(x)
xN

= 0

となるための必要十分条件は, ak =
F (k)(0)

k!
(k = 0, 1, · · · , N)であることを示せ.

(5) 自然数 N に対して, SN =
N∑
k=0

(2k)! (2N − 2k)!

(k!)2
(
(N − k)!

)2 を求めよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284104)

4.18 (1) nを自然数として, sinxの n次導関数が sin(x + an)となるような実数 an を一つ求めよ.

(2) 数列
{
bk
}∞

k=0
が存在して, 任意の実数 xと任意の自然数 nに対して∣∣∣∣∣sinx−

n−1∑
k=0

bkx
k

∣∣∣∣∣ ≤ |x|n
n!
　が成り立つ. bk を求めよ.

(3) 0.841 < sin 1 < 0.842であることを示せ.

(4) sin 1は無理数であることを示せ.

(広島大類 29)　　 (固有番号 s294104)

4.19 a1 = 1および an+1 =
1

1 + an
(n = 1, 2, 3, · · · )で定義される数列 {an}について次の問いに答えよ.

(1) 任意の自然数 nに対して,
1
2
≦ an≦ 1であることを示せ.

(2) 任意の自然数 nに対して,
∣∣an+2 − an+1

∣∣≦4
9

∣∣an+1 − an
∣∣であることを示せ.

(3) {an}はコーシー列であることを示せ. また, その極限値を求めよ.

(高知大類 28)　　 (固有番号 s284501)

4.20 関数 f(x) = sin 2x− cos 3xについて, x3 までのマクローリン展開を求めなさい.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285502)

4.21 次の文章中の ア ～ ウ に入れるのに最も適当な数を答えなさい.

− log(1− 3x)のマクローリン展開を x3 の項まで求めると, ア x + イ x2 + ウ x3が得られる.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285906)

5 偏微分

5.1 R2上の関数 f(x, y) = x3 − 6xy +3y2 + 6の臨界点（停留点 ）を全て求め, それぞれの点で関数が極
値をとるかどうか判定せよ.

(北海道大類 29)　　 (固有番号 s290103)

5.2 z = x sin
(
xy2

)
とする. 偏導関数 zx, zy を求めよ.

(北見工業大類 28)　　 (固有番号 s280202)

5.3 f(x, y) = x3 − 3x+ y2 について, 次の問いに答えなさい.

(1) 偏微分
∂f

∂x
,
∂f

∂y
をそれぞれ求めなさい.
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(2) 点 P (1, 1)における f(x, y)の u =
1√
2
(1, 1)方向の微分（u方向の方向微分係数ともいう）を求

めなさい.

(秋田大類 28)　　 (固有番号 s280403)

5.4 2変数関数 f(x, y) =
xy

x4 + y4 + 2
の極値を全て求めよ.

(東京工業大類 28)　　 (固有番号 s280802)

5.5 全微分可能な関数 f(x, y, z) に対し, w = f(r − s, s− t, t− r)とするとき,

∂w

∂r
+

∂w

∂s
+

∂w

∂t

を求めよ.

(東京工業大類 28)　　 (固有番号 s280803)

5.6 2変数関数 f(x, y) = 3x2y + xy3 − 5xy の極値をすべて求めなさい. ただし, 求めたすべての極値に
ついて極大値であるか極小値であるかを明記し, さらに極大値もしくは極小値をとる点 (x, y)も書き
なさい.

(東京農工大類 28) 　　 (固有番号 s280901)

5.7 2変数関数 f(x, y) = x2y + xy2 + x2 − 6xy − y2 − 7x + 5yについて次の問いに答えなさい.

(1)
∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(x, y) = 0を満たす点 (x, y)をすべて求めなさい.

(2) z = f(x, y) が極値をとる点 (a, b)で, a > 0, b > 0となるものを求め, f(a, b) の値を求めなさ
い. さらに f(a, b)が極大値であるか極小値であるか判定しなさい.

(東京農工大類 29)　　 (固有番号 s290901)

5.8 (1) z = f(x, y)を C2級関数とし, x = u2 − v2, y = 2uvであるとする.

(a) zu を zx, zy, u, vを用いて表せ.

(b) zuu を zx, zxx, zxy, zyy, u, vを用いて表せ.

(2) 関数 f(x, y) = sinx + siny + cos(x + y)
(
0 < x <

π

2
, 0 < y <

π

2

)
の極値を求めよ.

(電気通信大類 28)　　 (固有番号 s281003)

5.9 nは 1以上の整数とする. 2変数関数

f(x, y) =

n∑
i=1

(i − x)2

y
+ n log y (−∞ < x < ∞, y > 0)

について, 次の問いに答えよ.

(1) 等式
n∑
i=1

(i − x)2 = n(µ − x)2 + nδ

が成り立つことを示せ. ただし, µ =
n+ 1

2
, δ =

n∑
i=1

(i− µ)2

n
である.

(2) f(x, y)の最小値を求めよ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281303)

25



5.10 xy平面内の領域DをD = {(x, y) | x + y > 0}とする. Dから R への 2変数関数

f(x, y) =
x− y

(x + y)3

について次の問いに答えよ.

(1) 偏導関数 fx(x, y)および fy(x, y)を求めよ.

(2) lim
(x,y)→(0,0)

(
fx(x, y) + fy(x, y)

)
が存在するかどうか確かめよ.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281702)

5.11 方程式 z = f(x, y) = x2 + g(y)− 1で表される曲面 S について次の設問に答えよ.

但し, g(y)はすべての yにおいて微分可能な関数である:

(1) 点 (1, s, f(1, s)) における曲面 S の接平面 S ′の方程式を求めよ.

(2) 接平面 S ′の z 軸切片が z = −3s4 + 2s2 − 1であるとき, g(y)を求めよ.

(3) z = f(x, y) は (x, y) = (0, 0) に停留点を持つとする. このとき, (2) で求めた g(y) を用いて,
z = f(x, y)が極大または極小となる (x, y)およびそのときの極値を全て求めよ.

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281805)

5.12 平面内の領域D = {(x, y) | (x, y) �= (0, 0)}で定義される 2変数関数 f(x, y)に対して,


f(x, y) = fxx(x, y) + fyy(x, y)と定める. また, x = r cos θ, y = r sin θ (r > 0, 0≦θ < 2π)とし,

z = f(r cos θ, r sin θ)とする. このとき, 次の問いに答えよ. ただし, 領域Dで f(x, y) の 2階まで

のすべての偏導関数が存在して, それらはすべて連続である.

(1) zr, zθ を r, θ, fx, fy を用いて表せ.

(2) zrr +
1
r
zr +

1
r2

zθθ = 
f を示せ.

(3) f(x, y) =
y2

x2 + y2
log(x2 + y2)のとき, 
f(x, y)を求めよ. ただし, 対数は自然対数とする;

(信州大類 28)　　 (固有番号 s281901)

5.13 関数 f(x, y) = e
x
y + 2xy の 2次偏導関数

∂2f

∂x∂y
を求めよ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282008)

5.14 閉領域 {
(x, y) ∈ R2 | x≧ 0, y ≧ 0, x + y≦ 1

}
上の関数

f(x, y) = x2 + y2 + xy − x− y

の最大値と最小値を求め, 最大値・最小値を与える点 (x, y)を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282204)

5.15 何回でも偏微分可能な関数 u(x, y, z)が

∆u = 0
(
∆u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

を満たしているとする. このとき,

v = x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z

に対して, ∆vを計算せよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282215)
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5.16 変数 x, y が集合

D =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 1 ≤ x+ y

}
を動くとき, 関数

f(x, y) = (1− x)(1 − y)(x + y − 1)

の最大値を求めよ（その値が最大値となることの証明をつけること）.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282217)

5.17 2変数関数 f(x, y) = x4 − 4xy + 2y2について, 以下の問いに答えよ.

(1) 関数 f(x, y)の 1階の偏導関数

∂

∂x
f(x, y) = fx(x, y),

∂

∂y
f(x, y) = fy(x, y)

ならびに 2階の偏導関数

∂2

∂x2
f(x, y) = fxx(x, y),

∂2

∂y∂x
f(x, y) = fxy(x, y),

∂2

∂y2
f(x, y) = fyy(x, y)

を, すべて求めよ.

(2) 関数 f(x, y)について, z = f(x, y)は, xyz 空間において曲面を表す.

この曲面上の点
(
x0, y0, f(x0 , y0)

)
における接平面の方程式は

z − f(x0 , y0) =
(
fx(x0, y0), fy(x0 , y0)

) • (x− x0, y − y0)

によって与えられる. ただし, 上式の •は 2次元ベクトルの内積を表している. このとき, 点(
1, 2, f(1, 2)

)
における接平面の方程式を ax+ by + cz = dの形式で求めよ. すなわち, 上式が

点
(
1, 2, f(1, 2)

)
での曲面 z = f(x, y) の接平面の方程式となるような a, b, c, dを求めよ.

(3) 関数 f(x, y)の偏導関数 fx(x, y), fy(x, y)について,{
fx(x, y) = 0
fy(x, y) = 0

を満たす (x, y)の組を, f(x, y)の極値の候補と呼ぶ. 関数 f(x, y)の極値の候補をすべて求めよ.

(4) 2次の偏導関数を用いて, 関数 φ(x, y)を

φ(x, y) =
{
fxy(x, y)

}2 − fxx(x, y)fyy (x, y)

と定義すると，極値の候補である (x1, y1)に対して,

• φ(x1, y1) < 0 かつ　 fxx(x1, y1) > 0 ならば (x1, y1)は極小

• φ(x1, y1) < 0 かつ　 fxx(x1, y1) < 0 ならば (x1, y1)は極大

• φ(x1, y1) > 0 ならば (x1, y1)は極値ではない

といえる. 上の (3)で求めた極値の候補について, それぞれ極小であるか, 極大であるか, ある
いは極値ではないか, 調べよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282418)

5.18 関数 f(x, y) = 3x2yについて, 条件 2x4 + y4 = 48の下での f(x, y)の極値を求めよ.

(名古屋工業大類 28)　　 (固有番号 s282901)

5.19 関数 f(x, y) = x2 − 2xy + y3 − yについて, 以下の問いに答えよ.

(1) 曲面 z = f(x, y)の点 P
(−1, 1, f(−1, 1)

)
における接平面の方程式を求めよ.
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(2) f(x, y)の極値を調べよ.

(名古屋工業大類 29)　　 (固有番号 s292901)

5.20 xy平面上の関数 f(x, y) = x3 + 2xy − y2 − 3x− 2yの極値を求めよ.

(京都工芸繊維大類 28)　　 (固有番号 s283403)

5.21 aを実数の定数とする. 関数 f(x)を

f(x) = 1 + a
√
x− logx

とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) 方程式 f(x) = 0の異なる実数解の個数を調べよ.

(2) F (x, y) = f(xy) (x > 0)とおくとき, (log x)
∂F

∂x
− y

x

∂F

∂y
を計算せよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283607)

5.22 f(x, y) =
sinx

cosx + coshx
に対して,

(
∂2f

∂x2

)
(x, y) +

(
∂2f

∂y2

)
(x, y)を計算せよ.

ただし, cosh y =
ey + e−1

2
である.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283803)

5.23 xy 平面上に 4点 P = (0, π), Q = (π, 0), R = (2π, π), S = (π, 2π) をとり, 四辺形 PQRS で囲まれ

た領域（周上の点も含む）をDとする. 関数 f(x, y) = cosx + sinyについて以下の各問に答えよ.

(1) Dの内部における f(x, y) の極値を調べよ.

（ここで, Dの内部とはDから周上の点を除いた領域である.）

(2) Dにおける f(x, y) の最大値と最小値を求めよ.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283808)

5.24 関係式 y = x tan θの定める陰関数 θ = θ(x, y) について　∆θ =
∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2
　を計算せよ.

(神戸大類 29)　　 (固有番号 s293803)

5.25 (1) 次で定義される関数 f(x, y) の原点 (0, 0)での連続性を調べよ.

f(x, y) =




xy

x2 + y2
(x, y) �= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

(2) C1級の関数 f(x, y) は

x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x
= 0

を満たすとする. このとき, z = f(x, y) と x = r cos θ, y = r sin θ の合成関数

z = f(r cos θ, r sin θ)は rだけの関数であることを示せ.

(3) 連続関数 f(x)について, 次の等式を示せ.∫ x

0

dy

∫ y

0

dz

∫ z

0

f(t)dt =
1
2

∫ x

0

(x− t)2f(t)dt

(愛媛大類 28)　　 (固有番号 s284603)
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5.26 a, bは a > 0, b > 0なる定数とする. x > 0, y > 0において 2変数関数 f(x, y)を次の式で定義する.

f(x, y) =
(a
x

) b
y

このとき, 以下の各問いに答えよ.

(1) f(x, y)の xに関する偏導関数および yに関する偏導関数を求めよ.

(2) y > 0なる yを固定する. このとき, 次の積分（広義積分）は収束するか発散するかを理由を示
して答えよ. さらに, 収束する場合には, 積分の値を求めよ

f(y) =
∫ 1

0

f(x, y)dx

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284708)

5.27 次式で定義される関数について, 以下の問いに答えよ.

f(x, y) =




xy(x2 − y2)
x2 + y2

(x, y) �= (0, 0)のとき

0 (x, y) = (0, 0)のとき

(1) 偏導関数 fx, fy , fxy, fyx を求めよ.

(2) f(x, y)が原点 (0, 0)で連続であることを示せ.

(3) fx(x, y)および fy(x, y)が原点 (0, 0)で連続であることを示せ.

(4) fxy(x, y)および fyx(x, y)が原点 (0, 0)で不連続であることを示せ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284902)

5.28 関数 f(x, y) =
1
x

+
1
y
+

xy

8
の極値を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284926)

5.29 次の関数 z の偏導関数 ∂z/∂x, ∂z/∂y を求めなさい.

(1) z =
x− y

x+ y
(2) z = sinx cos y

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284931)

5.30 関数 f(x, y) = x2 − xy + y2 + x− 8y − 2について. 次の各問に答えよ.

(1) 2階までの偏導関数 fx(x, y), fy(x, y), fxx(x, y), fxy(x, y), fyx(x, y), fyy(x, y)をすべて求めよ.

(2) fx(x, y) = fy(x, y) = 0を満たす点 (x, y)をすべて求めよ.

(3) 関数 f(x, y)の極値をすべて求め, それらが極大値であるのか, 極小値であるのか, 答えよ.

(宮崎大類 28)　　 (固有番号 s285301)

5.31 陰関数 x2 + xy + y2 = 3で定まる xの関数 yの極値および極値を与える xの値を求めたい. 以下の
問いに答えよ.

(1)
dy

dx
を xと yを用いて表せ.

(2)
dy

dx
= 0を満たす点 (x, y)をすべて求めよ.

(3) (2)において
d2y

dx2
の符号を調べることによって, yの極値および極値を与える xの値を求めよ.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285912)
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5.32 f(x, y) = x3 + 8y3 + 12xy の極値とそれを与える (x, y)を求めよ.

(滋賀県立大類 28)　　 (固有番号 s286003)

5.33 関数 f(x, y) = x3 + 3x2y + 2y3 + 3x2 − 12yの極値を求めよ.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286408)

6 重積分

6.1 以下の積分を計算せよ.

(1)
∫ 1

0

dx

∫ 1

x

e−y
2
dy (2)

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy , D =
{
(x, y)

∣∣ x2 + 3y2≦ 1
}

(北海道大類 29)　　 (固有番号 s290104)

6.2 領域D =
{
(x, y)

∣∣∣ x2 + y2≦ 1,
√
2x2≦ y

}
について, 以下の問いに答えよ.

(1) 領域Dの面積 S を求めよ.

(2) 領域Dの重心の座標を求めよ. ここで, 領域Dの重心の座標 (x, y)は以下の式で表される.

(x, y) =
(

1
S

∫∫
D

xdxdy ,
1
S

∫∫
D

ydxdy

)
S :領域Dの面積

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280502)

6.3 (1) D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0
}
に対して重積分

∫∫
D

xy2dxdy の値を求めよ.

(2) V =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ 0 ≤ y ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y2 + 1
}
の体積を求めよ.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280507)

6.4 次の重積分を求めよ.

(1)
∫∫

D

ey
3
dxdy , D =

{
(x, y)

∣∣ 0≦ x≦ 1,
√
x≦ y≦ 1

}
(2)

∫∫
D

xdxdy , D =
{
(x, y)

∣∣ x2 + y2≦ x
}

(東京工業大類 28)　　 (固有番号 s280804)

6.5 領域 {(x, y) |x2 + y2≦ x, y≧ 0} における次の 2重積分 I の値を求めなさい.

I =
∫∫

D

x2y dxdy

(東京農工大類 28) 　　 (固有番号 s280902)

6.6 xyz 空間の 2つの曲面 S1 : z = x2 + 2x, S2 : z = −y2 + 4y − 1によって囲まれた部分の体積を求め
なさい.

(東京農工大類 29)　　 (固有番号 s290902)

6.7 次の重積分の値を求めよ.

(1)
∫∫

D

x− y

(x2 − y2)2 + 1
dxdy , D = {(x, y) : 0≦ x + y≦ 1, 0≦ x− y≦ 1}

(2)
∫∫

D

xdxdy , D = {(x, y) : x≧ 0, y≧ 0, x≦ x2 + y2≦ 1}

(電気通信大類 28)　　 (固有番号 s281004)
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6.8 次の重積分に関して以下の問に答えなさい.

I =
∫∫

D

x+ y

y2
sin(x+ y)dxdy

D =
{
(x, y)

∣∣∣ 1 ≤ y ≤ 2 , 0 ≤ x ≤ y
}

(1) 積分領域 Dを u = x + y, v =
x

y
の関係で (u, v)へ変数変換した場合の Dに対応する積分領域

をD′ とする. O−xy 平面でのD, および, O−uv平面でのD′ を図示しなさい.

(2) 関数行列式（ヤコビアン）J(x, y) =
∂(u, v)
∂(x, y)

= det




∂u

∂x

∂v

∂x

∂u

∂y

∂v

∂y


 を求めなさい.

(3) 重積分 I の値を求めなさい.

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281203)

6.9 三次元空間のO-xyz座標系で与えられた直円柱 x2 +y2 ≤ axと球 x2 +y2 + z2 ≤ a2（ただし, a > 0）
について, 以下の問に答えなさい.

(1) 直円柱と球の共通部分の体積を求めなさい.

(2) 球面 x2 + y2 + z2 = a2 が, 直円柱によって切り取られる部分の面積を求めなさい.

(千葉大類 29)　　 (固有番号 s291203)

6.10 次の重積分を求めよ.

(1)
∫∫

D

yexydxdy , D =
{
(x, y) ∈ R

2 | 0≦ x≦ 1, 0≦ y≦ 1
}

(2)
∫∫

D

x

x2 + y2
dxdy , D =

{
(x, y) ∈ R

2 | 1≦ x2 + y2≦ 4, 0≦ y≦ x
}

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281304)

6.11 次の 2重積分を求めよ. ただし, 3つの直線 x = 0, y = 2, −2x+ y = 0で囲まれた領域をDとする.∫∫
D

1
(x+ y + 1)2

dxdy

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281403)

6.12 xy平面内の領域 E = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y, 1 ≤ y ≤ 2}上の 2重積分
∫∫

E

x− y

(x + y)3
dxdy を計算せよ.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281703)

6.13 次の連立不等式で表される領域をDとする. 　
1
2
y � x � 1, 0 � y � 2

(1) 領域Dを xy 平面上に図示せよ.

(2) 累次積分
∫ 2

0

(∫ 1

1
2y

ex
2
dx

)
dy の順序を交換して, 値を計算せよ.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281704)

6.14 p > 2は実数とする. Dn = {(x, y) | 0≦ x≦ n, 0≦ y ≦ n} (n = 1, 2, · · · )とおき, 領域Dn 上の 2

重積分　 In(p) =
∫∫

Dn

dxdy

(1 + x + y)p
　を考える.

(1) In(p)を計算し, 極限値 I(p) = lim
n→∞ In(p)を求めよ. (2)

∫ ∞

3

I(p)dpを計算せよ.

(信州大類 28)　　 (固有番号 s281902)
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6.15 xy平面において, 連立不等式
√
y≦ x≦ 1, 0≦ y≦ 1で表される領域をDとする. 下の問いに答え

なさい.

(1) 領域Dを図示しなさい.

(2) 連立不等式 0≦ x≦ 1, 0≦ y≦ f(x)で表される領域がDであるような f(x)を求めなさい.

(3) 積分順序の変更をして, 重積分 V =
∫ 1

0

∫ 1

√
y

√
1 + x3 dxdyを求めなさい.

(長岡技科大類 28)　　 (固有番号 s282104)

6.16 λを実数, t > 0とする. このとき, 閉領域

Dt =
{
(x, y) ∈ R2 | x≧ 0, x2 + y2≦ t2

}
上の重積分

I(t) =
∫∫

Dt

(1 + x2 + y2)λdxdy

を考える. 次の問いに答えよ.

(1) I(t)を具体的に tの式で表せ.

(2) t → ∞としたとき, I(t)の収束・発散を調べ, 収束する場合はその極限値を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282205)

6.17 D =
{
(x, y)

∣∣∣ 1≦ x + y≦ 5, x≧ 0, y≧ 0
}
とおく. 次の問いに答えよ.

(1) 変数変換




x =
1
2
u+

1
2
v

y =
1
2
u− 1

2
v

のヤコビ行列式
∂(x, y)
∂(u, v)

を求めよ.

(2) (1)の変数変換で, 領域Dに対応する uv平面の領域を Eとする. 領域 Eを図示せよ.

(3) 重積分
∫∫

D

x2 + y2

(x + y)3
dxdy の値を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282208)

6.18 (1) 自然数nに対して, 集合Dn =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ n2, x ≥ 0, y ≥ 0

}
における関数 e−x

2−y2

の積分　
∫∫

Dn

e−x
2−y2dxdy 　を求めよ.

(2) 集合
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ n, 0 ≤ y ≤ n

}
を Rn と表すとき,

　 lim
n→∞

(∫∫
Rn

e−x
2−y2dxdy −

∫∫
Dn

e−x
2−y2dxdy

)
= 0　を示せ.

(3) 次の積分の値を求めよ. 　
∫ ∞

0

e−x
2
dx

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282216)

6.19 a, b, cは正の定数とし, x, y は次で定義される R2 の領域Dの点とする.

D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣0 ≤ x2

a2
+

y2

b2
≤ c2

}

(1) 変数 r, θを用いて x = ar cos θ, y = br sin θと変数変換を行う. この時,

関数行列式（ヤコビアン）
∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣を求めよ.

(2) (1)の変数変換を用いて重積分　
∫∫

D

√
c2 − x2

a2
− y2

b2
dxdy　を求めよ.
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(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282223)

6.20 重積分

I =
∫∫

D

x

y
dxdy, D =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ 1 ≤ xy ≤ 6, 0 < y ≤ x ≤ 4y
}

を考える. 次の各小問に答えよ.

(1) 変数 u, vを用いて, 変数変換 x = uv, y = u/vを行なう. このときヤコビアンを求めよ.

(2) (1)の変数変換を用いて I の値を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282224)

6.21
∫ 1

0

∫ 1

y

√
1 + x2dxdy の積分順序を変更することによって，その値を求めよ. また積分領域も図示

せよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282405)

6.22 以下の積分をおこないなさい.∫∫
D

dxdy ただし, D =
{
(x, y)

∣∣ x2 + y2 ≤ 4
}

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282422)

6.23 次の定積分と 2重積分を求めよ.

(1) I1 =
∫ 2

0

√
|x2 − 1|dx

(2) I2 =
∫∫

D

sin y

1 + sin2 x
dxdy, D

{
(x, y)

∣∣∣ 0≦ x≦ y≦
π

2

}
(名古屋工業大類 29)　　 (固有番号 s292902)

6.24 次の重積分の値を求めよ.∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy , D =

{
(x, y) | (x − 1)2 + (y − 1)2≦ 2

}

(名古屋工業大類 28)　　 (固有番号 s282903)

6.25 xyz 空間中の曲面 z = 5− x2 − y2, z軸を中心軸とする半径 1の円筒, および xy 平面によって囲ま

れた領域の体積を求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283115)

6.26 曲面 S : x2 + y2 − z2 + x+ y + 2 = 0 (z > 0)について以下の問いに答えよ.

(1) 曲面 S と平面 z = 2の交線の長さを求めよ.

(2) 曲面 S と平面 z = 2に囲まれた領域の体積を求めよ.

(3) 点 (x, y, z)が曲面 S 上にあるとき, x + y − 2zの最大値を求めよ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283508)

6.27 領域Dを　D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ x2

9
+

y2

4
≦ 1

}
　とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Dを図示せよ. (2) 二重積分
∫∫

D

(x2 + y2)dxdy の値を求めよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283609)
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6.28
∫∫

R2
e−(2x2+2

√
2xy+3y2)dxdy の値を求めよ.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283804)

6.29 (1) x = sin2 θと変数変換して, 次の積分の値を求めよ. 　
∫ 1

0

√
x

1− x
dx

(2) 次の xy 平面上の領域Dを図示せよ. 　D =
{
(x, y)

∣∣∣ 1≦ x+ y≦ 4, 0≦ x, 0≦ y
}

(3) 変数変換 x = st, y = s(1 − t)により, 次の st平面上の領域 E が (2)の領域Dに 1対 1に写さ
れることを示せ. 　 E =

{
(s, t)

∣∣∣ 1≦ s≦ 4, 0≦ t≦ 1
}

(4) 次の重積分の値を求めよ. ただし, Dは (2)で定義した領域とする. 　
∫∫

D

√
x

y(x + y)
dxdy

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283809)

6.30 a, b, c > 0, V =
{
(x, y, z) ∈ R

3

∣∣∣∣ x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1

}
とするとき, 積分　 I =

∫∫∫
V

(x2+y2)dxdydz

の値を求めよ.

(神戸大類 29)　　 (固有番号 s293802)

6.31 次の積分について, 問いに答えよ. ただし, logは自然対数である.

(1) 不定積分
∫

x4 + x2 + x + 1
x3 − x2 + x− 1

dxを求めよ.

(2) 定積分
∫ 2

1

x2 log xdxを求めよ.

(3) D =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2

}
として, 2重積分

∫∫
D

cos(x + y)dxdy を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284903)

6.32 次の二重積分について以下の問いに答えよ.

ただし, D =
{
(x, y)

∣∣ 1≦ x− 2y≦ 3, 0≦ x + y≦ 1
}
とする.∫∫

D

(x− 2y)ex+ydxdy

(1) 積分領域Dを図示せよ. (2) 二重積分を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284915)

6.33 (1) 不定積分
∫

dx

x2(x2 + 4)
を求めよ. (2) 定積分

∫ π
2

0

sinx

1 + sinx
dxを求めよ.

(3) D =
{
(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2

}
として, 2重積分

∫∫
D

xydxdy を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284927)

6.34 重積分

I =
∫∫

D

sin
2x+ y

9
dxdy , D =

{
(x, y)

∣∣∣ 0≦ y ≦ x, x+
y

2
≦ 3π

}
について, 次の各問に答えよ.

(1) 領域Dを xy 平面上に図示せよ.

(2) 等式 I =
∫ ィ
ァ


∫ ェ
ゥ

sin
2x+ y

9
dx


 dy の空欄 ァ ～ ェ に当てはまる数値あるいは数式を

答えよ.
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(3) 重積分 I の値を求めよ.

(宮崎大類 28)　　 (固有番号 s285305)

6.35 D : 0≦ y≦ x≦ 1により定義される領域をDとして, 次の重積分を計算せよ.

I =
∫∫

D

(
2x+ 3y2

)
dxdy

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285515)

6.36 z = x2 + y2 について次の問いに答えよ.

(1) w = log(z)の関係があるとき, 2階偏導関数 wxx, wxy, wyx, wyy を求めよ.

(2) 曲面 zと平面 x+ y = 2, ならびに 3つの座標平面で囲まれる立体の体積 V を求めるための 2重
積分の式を記述せよ. ただし, 体積 V は計算で求めなくともよい.

(香川大類 28)　　 (固有番号 s285702)

6.37 (1) R > 0とする. Ω(R) =
{
(x, y) | x2 + y2 ≤ R2, 0 ≤ y ≤ x

}
とするとき,

重積分
∫∫

Ω(R)

1
(x2 + y2 + 1)2

dxdy を計算せよ.

(2) lim
R→∞

∫ R

0

(∫ x

0

1
(x2 + y2 + 1)2

dy

)
dxを求めよ.

(3) αを定数とし, (x, y) �= (0, 0)に対して f(x, y) = (x2 + y2)α/2 と定める.
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
を求めよ.

(島根大類 28)　　 (固有番号 s285804)

6.38 (1) D =
{
(x, y)

∣∣∣ 0≦ x+ y≦ 1, 0≦ x− y≦ 2
}
に対し, 重積分

∫∫
D

ex+ydxdyの値を求めよ.

(2) 積分の順序を入れ替えることにより, 重積分
∫ 1

−1

(∫ 1

x

y2exydy

)
dxの値を求めよ.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286409)

6.39 次の 2重積分の値を求めなさい.
∫∫

D

√
xdxdy , D =

{
(x, y)

∣∣ x2 + y2 ≤ x
}

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286503)

7 微分方程式

7.1 以下の微分方程式の一般解を求めよ. 途中の計算手順についても, 詳しく記述すること.

(1)
dy

dx
= 2

(
y2 + y

)
(2)

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
+ 10y = 9e−x

(北海道大類 28) 　　 (固有番号 s280101)

7.2 2階微分方程式 y′′ + 3y′ + 2y = 4x2 − 14について, 次の問いに答えなさい.

(1) 上の微分方程式の特性方程式 S2 + 3S + 2 = 0の解を求めなさい.

(2) 微分方程式 y′′ + 3y′ + 2y = 4x2 − 14の一般解を求めなさい.

(3) 上の (2)の微分方程式について, 初期条件 y(0) = 1, y′(0) = −4を満たす特殊解を求めなさい.

(岩手大類 28)　　 (固有番号 s280303)
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7.3 常微分方程式
dN

dt
= −λN（λは正の実数）を解きなさい. ただし初期条件を t = 0で N = N0 とす

ること.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280605)

7.4 常微分方程式　
d2x

dt2
+ 4

dx

dt
+ 25x = 0　を解き, 解の振る舞いの概要を説明しなさい.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280606)

7.5 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) (x + 3y)dx + (3x− y)dy = 0 (2) y′′ + 2y′ − 3y = ex

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280613)

7.6 xの関数 y = y(x)についての微分方程式　 y′′ − y′ − 6y = 6x + 4e−x

の解のうち, y(0) = 0, y′(0) = 0を満たすものを求めなさい.

(東京農工大類 28) 　　 (固有番号 s280904)

7.7 微分方程式 y′′ + 2y′ + 5y = 10 cosxの解 y = y(x)が, y(0) = 0, y′(0) = 1を満たすとき, yを求め

なさい. ただし y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
である.

(東京農工大類 29)　　 (固有番号 s290904)

7.8 次の微分方程式の一般解を求めよ.

(1)
dy

dx
= y + ex sinx (2) x

√
1 + y2 + y

√
1 + x2

dy

dx
= 0

(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281102)

7.9 以下の 3問から 2問選択して解答せよ. 3問解答してはならない.

(1) 次の微分方程式の一般解を求めよ. y′ =
4x− 2y

2x− y − 1
(2) 次の微分方程式の一般解を求めよ. y′′ − y′ + y = 0

(3) 微分方程式 xy′ − y − x log x = 0 において, 初期条件 y(1) = 0を満たす特殊解を求めよ.

(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281103)

7.10 次の微分方程式を解きなさい.

(1)
d2y

dt2
+ 2y = sin t 初期条件：t = 0, y = 1,

dy

dt
= 1 +

√
2

(2)
dy

dx
+ 2xy = 4xex

2
の一般解を求めなさい.

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281204)

7.11 以下の微分方程式を解き, xの関数 f(x)を求めなさい. ただし, f(0) = 1, f ′(0) = 0とする.

(
d2f(x)
dx2

)2

+ 3
(
d2f(x)
dx2

)
− 4 = 0

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281205)

7.12 次の微分方程式を解きなさい.

(1)
d2y

dt2
+

dy

dt
− 2y = −2 , 初期条件 t = 0のとき y = 2,

dy

dt
= 0

(2)
d2y

dt2
+

dy

dt
− 2y = cos t− 2tの一般解を求めなさい.
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(千葉大類 29)　　 (固有番号 s291204)

7.13 以下の微分方程式を解け.

(1) 2
dy

dx
=

y

tanx
(2) x

dy

dx
− 2y = x3ex (3)

d2y

dx2
+ y = cosx

(4)
d4y

dx4
− 8

d2y

dx2
+ 16y = x2

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281407)

7.14 −∞ < x < ∞において, 微分可能な関数 y(x)が次の等式

y(x) = x2 +
∫ x

0

ty(t)dt

を満たしているとする. 関数 y(x)を求めよ.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281706)

7.15 微分方程式

(∗) x2 d
2y

dx2
+ 4x

dy

dx
+ 2y = 0

を考える. x = et とするとき, 下の問いに答えなさい.

(1)
dy

dt
を,

dy

dx
と xとで表しなさい.

(2)
d2y

dt2
を,

d2y

dx2
と

dy

dx
と x とで表しなさい.

(3) 微分方程式 (∗)の一般解を求めなさい.

(長岡技科大類 28)　　 (固有番号 s282103)

7.16 次の微分方程式の一般解を導出せよ.

(1)
dy

dx
+ y sinx = 0 (2)

√
x
dy

dx
+ 2xy = x (3) (x + y)

dy

dx
= −y

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282408)

7.17 連立微分方程式 


dx

dt
= ax − y − 6

dy

dt
= 5x− 2y + 1

について, 以下の問いに答えよ. ただし, この微分方程式の解 x(t), y(t) を要素とするベクトルを

r(t) =

(
x(t)
y(t)

)
∈ R2 とする. ただし, a �= 5

2
とする.

(1) 任意の tに対して r(t)が不変となるような解 r0 ∈ R2を, aを用いて表せ.

(2) 今, d(t) = r(t)− r0 =

(
X(t)
Y (t)

)
∈ R2 とするとき, X(t)および Y (t)に関する連立微分方程

式を導け.

(3) (2)で求めた連立微分方程式を満たす解 d(t)が, 任意の初期値に対して t → +∞で
(

0
0

)
に

収束する条件を aを用いて表せ.

(4) a = −4, 初期値ベクトル r(0) =

(
1
2

)
としたときの解 r(t)を求めよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282410)
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7.18 次の微分方程式を解け.

(1) x
dy

dx
= y +

√
x2 + y2 (2) (1 + x)dy + (1 + y)dx = 0

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282413)

7.19 以下の微分方程式について答えなさい. （なお, ẋ =
dx

dt
である.）

ẋ =
(
1− x

K

)
x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1©

ここで, K は正の定数である.

(1) 十分時間が経過したとき, つまり t → ∞のとき, xはどうなるかを答えなさい.

(2) t = 0のとき, x =
K

10
であった. t - xのグラフを描きなさい.

O

x

t

(3) 微分方程式 1©の解を求めなさい.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282424)

7.20 次の微分方程式を解きなさい. 　
(
x2 − y2

)
y′ = xy

(静岡大類 28)　　 (固有番号 s282502)

7.21 y = y(x), y′ =
dy(x)
dx

とする. 微分方程式

(E) y′ + y cosx = sinx cos x

を考える. 以下の問に答えよ.

(1) 同次方程式 y′ + y cosx = 0の一般解を求めよ.

(2) (E)の一般解を求めよ.

(3) (E)の解で, 条件 y(0) = 0を満たすものを求めよ.

(4) (3)で求めた y について, lim
x→0

y(x)
x2
を求めよ.

(岐阜大類 28)　　 (固有番号 s282604)

7.22 以下の問いに答えなさい. ただし, y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
である.

y′′ + 4y′ + 3y = e2x の一般解を求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283105)

7.23 微分方程式に関する以下の問題に答えよ.

(1) 微分方程式
dx

dt
= −x+ sin tを解いて, t = 0で x = 0となる解 x(t)を求めよ.

(2) 微分方程式
d2x

dt2
= 1−

(
dx

dt

)2

を考える.

(a) v =
dx

dt
とおく. t = 0で v = 0となる解 v(t)を求めよ.

(b) t = 0で x = 0かつ v = 0となる解 x(t)を求めよ.

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283207)
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7.24 地球の人口変化を微分方程式で表す. (1)～(3)に答えよ.

(1) ある時刻 tにおける人口を P (t)とし, その時の人口増加率（単位時間あたりに増加する人口）は
人口に比例すると仮定すれば, 次式が成り立つ.

dP

dt
= aP 1©

ただし, aは正の定数である. 時刻 0における人口を P0 (> 0), すなわち P (0) = P0 とおいて,
式 1©を解いて P を求めよ.

(2) 式 1©に従うと人口は単調増加することになるが, 現実の地球の人口収容力には限界がある. 収容で
きる限界の人口Pmaxに近づくと人口増加が鈍化することを表すため, 人口増加率を (1−P/Pmax)
倍する.

dP

dt
= a

(
1− P

Pmax

)
P 2©

これを解いて P を求めよ. ただし, aと P0 は (1)と同じとする.

(3) (1)と (2)の解の概形を解答用紙の所定欄に図示せよ.

(京都大類 28)　　 (固有番号 s283301)

7.25 aを正の定数とする. 2階の微分方程式 y′′ + ay = 0 の解のうち,
2条件 y′(0) = 0, y′(1) = 0 を満たすものをすべて求めよ.

(京都工芸繊維大類 28)　　 (固有番号 s283404)

7.26 実定数 a, b, cは b2 − ac > 0, b > 0を満たしている. D = b2 − acと記す. 以下の設問に答えよ.

(1) 連立常微分方程式
dx

dt
+ bx + cy = 0, t ≥ 0

dy

dt
− ax− by = 0, t ≥ 0

の解 x = x(t), y = y(t)で初期条件 x(0) = 0, y(0) = 1を満たすものを求め b, c, Dと tを用い

て表せ.

(2) (1)の解 y = y(t)に対して, y(t) > 0が任意の t ≥ 0に対して成立することを示せ.

(3) (1)の解を用いて

z(t) =
x(t)
y(t)

, t ≥ 0

と置くと
dz

dt
+ az2 + 2bz + c = 0, z(0) = 0

を満たすことを示せ.

(4) lim
t→∞ z(t)と lim

t→∞
dz(t)
dt
の値を求め b, c, D を用いて表せ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283504)

7.27 関数 x(t), y(t)に関する次の連立微分方程式について, 以下の問いに答えよ.


dx

dt
= −2x− 2y + cos 2t

dy

dt
= x

(1) x(t)および y(t)の一般解を求めよ.

(2) 初期条件 x(0) = y(0) = 0として x(t)と y(t)を求めよ.
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(3) t → ∞において x(t)が A cos(ωt + θ)なる関数形に漸近することを示し, その時の A, ω, θ の

値を求めよ. ただし, A, ω, θは実数であり, A > 0, ω > 0, 0 ≤ θ < 2π とする. また, θは逆

三角関数を用いて表しても構わない.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283509)

7.28 次の微分方程式を解け.

(1) (1 + x2)dy + (1 + y2)dx = 0 (2)
d2y

dx2
+ 2

dy

dx
− 8y = e3x

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283602)

7.29 次の問に答えよ. ただし, ′ は xによる微分を表す.

(1) 任意の微分可能な関数 y(x)に対して

u(x)−1
{
u(x)y(x)

}′ = y′(x) + x2y(x)

となるような関数 u(x)を求めよ.

(2) y(x)に対する微分方程式
y′(x) + x2y(x) = x5

の一般解を求めよ.

(3) p(x), q(x) を与えられた関数として, y(x)の微分方程式

y′(x) + p(x)y(x) = q(x)

の一般解の公式を導け.

(神戸大類 29)　　 (固有番号 s293805)

7.30 次の初期値問題を求めなさい.

(1) 次の微分方程式の一般解を求めなさい.
dy

dx
= xe−2y

(2) さらに, 次の式を満足する上記 (1)で求めた一般解の特殊解を求めなさい.

y(0) = 2

(山口大類 28)　　 (固有番号 s284301)

7.31 (1) 次の y(x)に関する微分方程式について, 以下の問いに答えよ.

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
+ 3y = f(x)

(a) f(x) = 0のときの一般解を求めよ.

(b) f(x) = sinxのときの一般解を求めよ.

(2) 次の y(x)に関する微分方程式を, y(1) = 1のもとで解け.

dy

dx
= − y

2y + x

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284702)

7.32 次の微分方程式を解きなさい.

(1) x
dy

dx
= y2 − 1 (2)

dy

dx
=

2xy
x2 − y2

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284910)
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7.33 次の微分方程式を解け. ただし eは自然対数の底である.

(1) y′′ + 3y′ + 2y = 2e2x (2) 4x− 3y + 2 = (2x− y − 1)y′

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284914)

7.34 u =
y

x
と置くことによって, 次の 1階微分方程式の一般解を求めよ. 　

dy

dx
=

x2 + 2y2

2xy
(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284916)

7.35 次の微分方程式を解け.
dy

dx
+

y

x
= −x3y3

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284924)

7.36 次の微分方程式の一般解を求めなさい.

(1) x
dy

dx
= y2 − 1 (2) (x2 − y2)dy = 2xydx

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284933)

7.37 大気中に置かれた物体が冷却する速さは, その物体の温度と周囲の温度の差に比例する. 次の設問に
答えなさい.

(1) 周囲温度（一定）を θat, 比例定数を kとおき, 時刻 tにおける物体の温度 θを表す微分方程式

を答えなさい.

(2) θの一般解を答えなさい.

(3) 初期条件 t = 0のとき θ = θ0 として, θの特殊解を答えなさい.

(4) lim
t→∞ θを答えなさい.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284934)

7.38 次の微分方程式の一般解 y = y(x)を求めよ

(1)
d2y

dx2
+ 5

dy

dx
+ 6y = 0 (2)

dy

dx
− 2y = e3x

(宮崎大類 28)　　 (固有番号 s285304)

7.39 以下の微分方程式の一般解を求めよ.

(1) xdy = 3ydx (2) 5
d2y

dx2
+ 6

dy

dx
+ y = 0 (3) (2xy + x3)dx + (x2 + y2)dy = 0

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285403)

7.40 曲線 y = f(x) の任意の点 (t, f(t))における接線が x軸と点
(
t

2
, 0
)
で交わるような f(x)を求めな

さい. ただし, f(x)は微分可能であるとする.

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285417)

7.41 微分方程式
dy

dx
= −yを解きなさい.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285506)

7.42 微分方程式に関する以下の問いに答えよ.

(1)
dy

dx
− 2ex+y = 0 の一般解を求めよ.

(2)
d2y

dx2
+ 4

dy

dx
+ 3y = 4ex の一般解を求めよ.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285512)
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7.43 次の微分方程式の一般解を求めよ.

d2y

dx2
+ 2

dy

dx
− 3y = 5e2x

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285516)

7.44 微分方程式 y = x
dy

dx
+ 3 ·

√
1 +

(
dy

dx

)2

について, 以下の設問に答えよ.

(1)
dy

dx
= pと置き, 置き換えた式を示せ.

(2) 設問 (1)の結果を xに関して微分せよ.

(3) 設問 (2)の結果から p, xのみを含む微分方程式を示せ.

(4)
dp

dx
�= 0のとき xを pを用いて表せ.

(5)
dp

dx
�= 0のとき yを pを用いて表せ.

(6)
dp

dx
�= 0のとき xと yはある 1つの半円上にあることを示せ. また, その半径を示せ.

(島根大類 28)　　 (固有番号 s285806)

7.45 次の微分方程式が完全形であることを示し, 一般解を求めなさい.(
x3 + log y

)
dx+

x

y
dy = 0

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285905)

7.46 未知関数 y = y(x)に対する微分方程式：y′′ + 4y = e3x の一般解を求めよ.

(滋賀県立大類 28)　　 (固有番号 s286004)

7.47 下の問いに答えよ. なお, 計算過程も記入せよ.

(1) 微分方程式

2
d2y(x)
dx2

+ 3
dy(x)
dx

− 2y(x) = 0 (∗1)
の一般解を求めよ.

(2) 微分方程式

2
d2y(x)
dx2

+ 3
dy(x)
dx

− 2y(x) = x2 − 8 (∗2)
の一般解を求めよ.

(3) 微分方程式

2
d2y(x)
dx2

+ 3
dy(x)
dx

− 2y(x) = e−2x (∗3)
の一般解を求めよ.

(宇都宮大類 28)　　 (固有番号 s286104)
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7.48 右の図のような頂角が 60◦ の円錐形の容器に，水が h0[cm]の深さまで

入っている. 但し, この円錐形の容器の頂点は真下を向いており,

中心線は垂直に保たれている. いま, 時刻 t = 0において, この容器の

底から水を抜き始めた.
h0

60°
h0

60°

(1) 時刻 t[分]における水位を h[cm]とする. この時の容器に残っている

水の体積 V [cm3]の時間変化は次式のように表すことが出来る.

空欄 ア に適切な記号や数値からなる数式を入れなさい.

−dV

dt
= − ア dh

dt

(2) 流出速度が水位に比例する時, −dV/dt = khと表せるので上式は次式となる.

− ア dh

dt
= kh

ここで, k[cm2/分]は比例定数である. 時刻 t[分]における水位 h[cm]を, 数値や記号などを

用いて表しなさい.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286404)

7.49 次の微分方程式の一般解を求めなさい. ただし, eを自然対数の底とする.

(1)
dy

dx
= xex−y (2)

dy

dx
− 2xy = 4x (3)

d2y

dx2
+

dy

dx
− 6y = −6x+ 7

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286505)

線形代数

8 ベクトル

8.1 a =

(
2
3

)
, b =

(
1
2

)
, c =

(
5
3

)
とする. ベクトル aをベクトル b, cの一次結合 hb + kcで

表すとき, 係数 h, kを求めよ

(北見工業大類 28)　　 (固有番号 s280204)

8.2 3次元空間上に存在する 3点A(12, 12, 0), B(0, 12, 12), C(12, 0, 12)について, 次の問いに答えなさい.

(1) 3点からなる三角形ABC の重心 Gの座標を求めなさい.

(2) 重心 Gを中心とする半径 4の球面の方程式を示しなさい.

(3) 上の (2)で求めた球面の半径が 4から毎秒 2で増加するとき, 球面が原点 O(0, 0, 0)に達するま
での時間を求めなさい.

(岩手大類 28)　　 (固有番号 s280301)

8.3 ベクトル a = (2, 3), p =
1
2
(
√
3, 1) に対して, a − kpが pと直交するように定数 kを定めなさい.

(秋田大類 28)　　 (固有番号 s280401)

8.4 3次元空間におけるデカルト座標系で表される, 点 O(0, 0, 0), 点 A(1, 2, 3), 点 B(−3, 1,−2)につい
て, 以下を求めよ.

(1) ∠AOB の大きさ (2) 
AOB の面積

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280616)
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8.5 三つのベクトル

a =




1
2
0


 , b =




1
0
3


 , c =




0
2
3




を辺として持つ平行六面対の体積 V を求めよ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282003)

8.6 ベクトル a =




1
0
−1


 , b =




3
−2
1


 について, 以下を求めよ.

ア. 内積 a · b
イ. それぞれの大きさ |a| , |b|

ウ. aと bの両方に直交し, かつ大きさが 6であるすべてのベクトル c

(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282705)

8.7 3次元直交座標系の xyz 空間に点A(0, 1, 1), 点 B(−a, 0, 1), 点 C(a cos t, a sin t, 0) がある. ただ
し, aは正の実数で, 0≦ t < 2πである. このとき, 以下の問いに答えなさい.

(1) ∠ACB = θ, t = π とした場合, cos θ =
1
2
となる aを求めなさい.

(2) (1)の条件において, 
ABC の面積を求めなさい.

(3) 
ABC の重心を Gとする. 点 C について tを変化させたとすると,
−→
AGと

−→
AC が垂直となる

ような aがただ一つ決まる場合の cos tと sin tを求めよ.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283102)

8.8 三角不等式 |a + b| ≤ |a|+ |b|を証明せよ. ただし, a, b は任意のベクトルである.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284106)

8.9 次のベクトル a, b, cについて以下の問いに答えよ.

a =




1
2
−2


 , b =




2
1
−2


 , c =

(
1
2

)

(1) a · bを求めよ.

(2) cに垂直で大きさが
√
5であるベクトル pを求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284917)

8.10 Rを実数全体の集合とする. R3のベクトル a = (2, 1, 3), b = (1,−1, 2), c = (0, 3,−1)について,

次の問いに答えよ.

(1) 1次独立なベクトルの最大個数 rを求めよ.

(2) r個の 1次独立なベクトルを 1組答えよ. また, その組に含まれるベクトルの 1次結合によって,
他のベクトルを表せ.

(3) a, b, cによって生成される部分空間を〈a, b, c〉とする. R3のベクトル vが〈a, b, c〉に属す

るための vの成分に関する条件を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284928)
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8.11 次に示す 3つの 3次元ベクトル, a1, a2, および a3 について以下の問いに答えなさい.

a1 =




1
1
0


 , a2 =




0
1
1


 , a3 =




1
0
1




(1) a1, a2, および a3 は線形独立（1次独立）であることを示しなさい.

(2) a1を正規化しなさい.

(3) グラム・シュミットの直交化を用いて, a1, a2, および a3 を正規直交化しなさい. ただし,
a1, a2, および a3 の順に正規直交基底を求めなさい.

(熊本大類 28)　　 (固有番号 s285201)

8.12 O − xyz 座標系において, 次の法線ベクトルをもつ二つの平面に関して以下の問いに答えよ.

n1 = 2i − 2j + k

n2 = 2i + 3j + 2k

ただし, i, j, kは, それぞれ x軸方向, y軸方向, z軸方向の単位ベクトルを表す.

(1) 二つの平面が直交することを示せ.

(2) 二つの平面に平行な直線の単位方向ベクトルを求めよ.

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285404)

8.13 Oを原点とする直交座標系の 2点 P, Qの位置ベクトルを
−−→
OP =

[
3
a

]
,
−−→
OQ =


 −1

3
2


とする.

(1)
−−→
OP と

−−→
OQが直交するような aを求めなさい.

(2) 前問で求めた aの値を用いて, 
OPQの面積 S を求めなさい.

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285408)

8.14 3つのベクトル u = (1, 0,−1), v = (1, 2, 1), r = (0,−3, 2)がある. p = (1, 1, 1)としたとき, 関係式
p = αu + βv + γrを満たす係数 α, β, γ を求めなさい.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285503)

8.15 以下の 3つのベクトル −→a ,
−→
b , −→c が一次独立であるとき, 実数 xが満たす条件を求めよ.

−→a =




1
1
x


 ,

−→
b =




2
−1
x


 , −→c =




1
x

1




(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285514)

8.16 ベクトル a, bについて,

a =




2
−1
3


 , b =




u

2
0




で定める. 下記の (1), (2), (3)に答えなさい. ただし, uは正の実数である.

(1) 内積 a · bとベクトルの長さ ||a||, ||b||をそれぞれ求めなさい.

(2) ベクトル aと bのなす角を θとしたときの cos θを求めなさい.

(3) ベクトル aと bが直交するための uを求めなさい.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285903)
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9 行列

9.1 A =




1 2 3
0 1 1
1 0 4


 とする. 逆行列 A−1を求めよ.

(北見工業大類 28)　　 (固有番号 s280205)

9.2 (1) 実正方行列が直交行列であることの定義を述べよ.

(2) 2次の直交行列は(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
または

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
　 (θ :実数)

の形であることを示せ.

(3) Aを n次直交行列とする. 2つのベクトル v, w ∈ Rn に対して, Av と Awの間の距離は, v

とwの間の距離に等しいことを示せ. ただし, 距離はユークリット空間における標準的な距離
とする.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280506)

9.3 次の行列 Aについて, A2, A3, A4 を求めなさい.

A =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280603)

9.4 n次正方行列 Aと B の交換子 [A,B]を AB −BAと定義する. 次を示せ.

ただし Oは零行列を表すものとする.

(1) [A, [B,C ]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = O

(2) Aと B が交代行列ならば, [A,B]も交代行列である.

(3) Aと [A,B]が可換ならば, 任意の正整数 nに対して [An, B] = n[A,B]An−1 である.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281301)

9.5 行列 A =




1 −1 −2
2 0 0
−1 1 1


 の逆行列を計算しなさい.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282212)

9.6 n次正方行列 A,B に対して, [A,B] = AB −BAと定める.

(1) 任意の Aに対して, [A,X] = 0を満たすX を求めなさい.

(2) [A, [B,C ]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0を示しなさい.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282235)

9.7 次のベクトルと行列の演算を行え.

(1)




−3
1
2


[ 5 3 −2

]
(2)




4 −2 8
0 3 6
0 0 −3






1 2 −1
0 1 2
0 0 1




(福井大類 28)　　 (固有番号 s282414)
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9.8 次の行列の階数を求めよ.


0 −2 0 −6
2 4 −2 10
2 2 −2 4




(福井大類 28)　　 (固有番号 s282415)

9.9 次の行列の逆行列を求めよ.

(1)

[
2 5
1 2

]
(2)

[
−2 6
2 −4

]

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282416)

9.10 (1) 行列




1 2 3
2 0 2
3 2 1


 の階数を求めなさい.

(2) x, y, z を実数とするとき, x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx = 0ならば x = y = z が成り立つことを

示しなさい.

(3) 行列




x y z

y z x

z x y


 の階数を求めなさい. ただし, x, y, z は実数とする.

(静岡大類 28)　　 (固有番号 s282503)

9.11 行列をA =




3 2
1 0
2 1


, B =




1 1
6 −3
0 2


, C =

(
−1 2 0
5 1 4

)
とするとき, 次の式を計算せよ.

ア. AC イ. (3C)A− C(2B)

(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282703)

9.12 行列に関する以下の問いに答えよ.

(1) A =

[
1 2
0 −1

]
, B =

[
3 0
1 −1

]
のとき, 積 AB および積 ABの逆行列 (AB)−1 を求めよ.

(2) 上記の設問 (1)において, C = xA +Bとすれば, 逆行列 C−1が存在しない場合の xを求めよ.

(3) 次の連立方程式を満たす行列X, Y を求めよ.

2X + Y =

[
3 1
0 3

]

X + 2Y =

[
3 −1
0 3

]

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283111)

9.13 R2は 2次元実数列ベクトルの集合とする．x ∈ R2 の大きさを |x|とし, 実数を成分とする 2次の正
方行列 B に対して

||B|| = max
|x|=1

|Bx|

と定める. B =

(
2 3
0 2

)
のとき, ||B||の値を求めよ. また, その値を与える x ∈ R2 をすべて求

めよ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283501)
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9.14 (i, j)成分 aij が“ i < j のとき aij = 0”を満たすとき, その行列を下三角行列といい, さらに逆行列
を持つとき可逆な下三角行列という. 2つの行列X,Y について Y = GX となる可逆な下三角行列G

が存在するときX～Y と表す. 次の問に答えよ.

(1)

[
2 3
1 5

]
～

[
1 x

0 1

]
となる xを求めよ.

(2)




2 3 4
1 5 6
3 1 1


～




1 x1 x2

0 1 x3

0 0 1


となる x1, x2, x3 を求めよ.

(3)




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


～




1 x1 x2

0 1 x3

0 0 1


となる x1, x2, x3 を aij たちの有理式として表せ.

(神戸大類 29)　　 (固有番号 s293804)

9.15




1
2

m

√
3
2

n


 が直交行列となるように, m, nを定めよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284108)

9.16 次の行列 A, Bについて以下の問いに答えよ.

A =




1 0 2
2 −1 3
4 1 2


 , B =




1 0 1
3 −3 2
2 1 −3




(1) 行列 Aの逆行列を求めよ.

(2) 行列 AB の積を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284918)

9.17 (1) 行列 A =




1 1 5
1 2 −1
1 3 −7


 が正則であるかどうかを調べよ.

(2) x− y 平面上において, 次に示す三直線の交点の座標 (x, y)を求めよ.

l1 : x + y = 5

l2 : x + 2y = −1

l3 : x + 3y = −7

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285405)

9.18 行列 A =

(
−1 3
2 1

)
, B =

(
5
−1

)
, C = (1 − 2) のとき, 次の問いに答えよ.

(1) AX = Bを満たす行列X を求めよ.

(2) Y A = C を満たす行列 Y を求めよ.

(香川大類 28)　　 (固有番号 s285704)
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10 行列式

10.1 n次正方行列に関する以下の設問に答えよ.

(1) 1つの行または列の全ての成分が 0であるとき, その行列式の値は 0であることを示せ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · · · · a1n

0 0 0 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(2) 次の行列Aの行列式を求めよ.

A =




2 −2 4 2
2 −1 6 3
3 −2 12 12
−1 3 −4 4




(3) Bを n次正方行列, xを n次列ベクトルとする. B
T

= −Bのとき, xTBxの値は 0または純
虚数であることを示せ. ここで, B

T
および xT はそれぞれBと xの共役転置行列である.

(北海道大類 28) 　　 (固有番号 s280102)

10.2 (1) 次の行列式の値を求めよ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 0 1 8
1 2 0 4
2 1 6 0
0 4 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) 次の行列のランクを求めよ.


1 3 0
1 2 1
−1 1 −4




(3) 次の行列の逆行列を求めよ.


1 3 3
−1 1 4
1 2 1




(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281104)

10.3 行列 A =




0 1 1 a

−1 0 1 b

−1 −1 0 1
−a −b −1 0


 について, 次の問いに答えよ. ただし, a, bは実数とする.

(1) Aの行列式を計算せよ.

(2) Aが逆行列をもつための条件を aと bを用いて表せ.

(3) aと bが (2)の条件を満たすとき, Aの逆行列を求めよ.

(信州大類 29)　　 (固有番号 s291903)

10.4 行列式に関する, 次の各問いに答えよ.

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
103 103 101
98 100 101
99 97 98

∣∣∣∣∣∣∣の値を求めよ.
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(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a b2 1
1 a2 b3 c

1 a3 b4 c2

1 a4 b5 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を因数分解せよ.

(3) 方程式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x 1 a

x 1 a 1
1 a 1 x

a 1 x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0を解け. ただし, aは実定数とする.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282012)

10.5 (1) 次の行列式を求めよ. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 3 3 3
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) 次の n次正方行列（ 対角成分は 0, 対角成分以外は 1 ）の行列式を求めよ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282233)

10.6 次の行列について, 以下の問いに答えよ.

[B] =




2 4 1
1 5 1
1 4 2




(1) 行列式の値を求めよ. (2) 余因子を求めよ. (3) 逆行列を求めよ

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282407)

10.7 (1) A =




a + b a a

a a+ c a

a a a + d


 に対して, |A| = abcd

(
1
a
+

1
b
+

1
c
+

1
d

)

となることを示せ. ただし, abcd �= 0とする.

(2) 行列 An =
(
aij
) (

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, nは 3以上の整数
)
を,

aij = a0 + aiδij , ai :実数 (1 ≤ i ≤ n)

で定義するとき,

|An| = a0a1 · · · an−1an

(
1
a0

+
1
a1

+ · · ·+ 1
an−1

+
1
an

)

となることを示せ. ただし, a0a1 · · · an−1an �= 0である. また, δij は, i = jのときに 1, i �= j

のときに 0をとるものとする.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282409)
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10.8 次の行列式の値を求めよ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 2 0 −1
−1 1 −1 3
0 1 −1 0
3 −4 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282704)

10.9 以下の条件※で定義される n次正方行列 Cn について次の問いに答えよ. ただし, nは正の整数と

し, Cnの i行 j 列の成分を cij とする.

条件※ iと j の少なくとも一方が 1ならば cij = (−1)i+j+1

その他の場合には cij = 0

(1) C1および C3の行列式をそれぞれ求めよ.

(2) C3
2を求めよ.

(豊橋技科大類 29)　　 (固有番号 s292703)

10.10 次の行列式の値を求めよ.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 1 1
2 1 −1 2
0 1 −1 2
−1 1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284919)

10.11 (1) 次の行列式の値を求めなさい.∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2
2 5 4
3 2 6

∣∣∣∣∣∣∣
(2) 次の行列 Aに対して A = A−1 が成り立つとする. このときの xと y を求めよ. ただし, xは

自然数であり, yは整数であるとする.

A =

(
x −3
8 y

)

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285409)

10.12 以下の行列 Aの行列式を求めなさい.

A =




1 2 3 −1
2 1 −1 3
3 −1 1 2
−1 3 2 1




(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285504)

10.13 次の 4次正方行列 Aについて, 以下の問いに答えよ.

A =




a −b −c −d

b a d −c

c −d a b

d c −b a




(1) tAを Aの転置行列とするとき, 積 tAAを計算せよ.

(2) (1)の結果を用いて, Aの行列式 |A|の値を求めよ.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285909)
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11 連立方程式

11.1 変数 x, y, z の連立 1次方程式

(∗)




1 1 a

−a 1− a 0
1 + 2a 1 + a 2






x

y

z


 =




0
a

−a− 2




に対して, 以下の問いに答えよ.

(1) 連立 1次方程式 (∗)が一意的な解を有するための aに関する必要十分条件を求めよ.

(2) 連立 1次方程式 (∗)が解をもたないための aに関する必要十分条件を求めよ.

(3) 連立 1次方程式 (∗)が無限に多くの解を有するための aに関する必要十分条件を求めよ.

(北海道大類 29)　　 (固有番号 s290106)

11.2 次の連立 1次方程式が

(1) 解を持たない

(2) 無数に多くの解をもつ

ように, それぞれ実数 aの値を定めよ.


1 a −2
a −1 4
2 a −1






x

y

z


 =




1
−3
0




(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280610)

11.3 aを実数とするとき, 連立一次方程式


x+ y + z − w = 1
2x+ y + 2z + aw = 2
3x+ y + 2z + aw = 2
2x + az + 2w = 1

について次の問に答えよ.

(1) この方程式の係数行列の行列式の値を求めよ.

(2) この方程式を解け.

(東京工業大類 28)　　 (固有番号 s280801)

11.4 A =




2 −1 −4
−3 1 7
−1 4 −5


 , x =




x1

x2

x3


 , b =




−5
t

u


 とする. ただし, t, uは定数とする.

(1) 未知数 x1, x2, x3 に関する連立 1次方程式 Ax = b が解をもつとき, uを tの式で表しなさい.

(2) uが (1)で求めた tの式で表されるとする. t = 9とした場合の連立 1次方程式 Ax = bを解き

なさい;

(東京農工大類 28)　　 (固有番号 s280903)

11.5 次の行列 A, Bについて, 以下の問に答えなさい.

A =




1 −1 1
2 1 3
1 0 1


 , B =




1 4 3
0 2 1
1 6 4



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(1) 行列の基本変形を用いて, 行列Aおよび行列B の階数を求めなさい.

(2) 行列 Aおよび行列 Bが正則であるならば, 逆行列を求めなさい.

(3) 行列 Aを係数行列とした連立方程式




1 −1 1
2 1 3
1 0 1






x1

x2

x3


 =




5
33
10


 を解きなさい.

(4) 行列 Bを係数行列とした連立方程式




1 4 3
0 2 1
1 6 4






x1

x2

x3


 =




0
0
0


 を解きなさい.

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281202)

11.6 ベクトル a1, a2は線形独立であるとする. このとき, 以下の問いに答えなさい.

(1) a1, a2 で張られる空間の直交基底 b1, b2 を求めなさい.

(2) 次の連立一次方程式が解を持つための条件を示し, その条件を満たすときの解 xを求めなさい.
ここで, b1, b2 は (1)で求めた直交基底であり，b1, b2 および x は全て列ベクトルとする.(

b1 b2

)
x = c

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281308)

11.7 成分がすべて実数である行列に関して, 以下の各問に答えよ.

(1) 行列の積

(
1 0 1
1 1 0

)
−1 −1
1 2
2 1


 を計算せよ.

(2) 連立 1次方程式

(
1 0 1
1 1 0

)
x1

x2

x3


 =

(
0
0

)
は




0
0
0


 以外の解を持つか否か, 理由を付

けて答えよ.

(3) 一般に, 3行 2列の行列 Aと 2行 3列の行列 B の積 AB は単位行列にならないことを示せ.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281705)

11.8 a, bは実数とする. 実数の未知数 x, y, z, wに関する連立 1次方程式


x + 2y + 3z + 4w = 1
2x+ y + 4z + aw = 1
3x + 4y + z + 2w = 1
4x + 3y + 2z + w = b

は無数の解をもつとする. このとき, a, bが満たす条件を求め, 連立 1次方程式を解け.

(信州大類 28)　　 (固有番号 s281903)

11.9 aを定数とする. 以下の連立一次方程式の解が存在する aをすべて求め, そのすべての aに対して

連立方程式の解 (x, y, z)をすべて求めよ.


x + y − z = 1
2x + 4y + 2z = 3
3x+ 7y + 5z = a

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282006)
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11.10 (1) M =




2 2 3 −4
2 4 3 −3
1 2 6 −6


 の階数 (rankM)を求めよ.

(2) 次の連立方程式を解け. 


2x1 + 2x2 + 3x3 − 4x4 = 1
2x1 + 4x2 + 3x3 − 3x4 = −2
x1 + 2x2 + 6x3 − 6x4 = 5

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282232)

11.11 kを実数とする. 連立 1次方程式

(E)




x1 +2x2 +3x3 −x4 = −1
2x1 +x2 −x3 +2x4 = 3k + 2

4x2 +kx3 +x4 = 8
3x1 −x2 +2x3 −kx4 = −10

を考える. 以下の問に答えよ.

(1) (E)の係数行列の行列式の値を求めよ.

(2) (E)が解を持たないときの kの値を求めよ.

(3) (E)が複数個の解を持つときの kの値を求め, さらにそのときの解を示せ.

(岐阜大類 28)　　 (固有番号 s282602)

11.12 aを定数とする. x, y, z に関する連立 1次方程式

(∗)




x− y + az = 1
ax− ay + 4z = −2
(a + 1)x− 3y + (a+ 4)z = −1

の解が 2組以上存在するような aの値を求め, さらにその aの値に対して (∗) の解を求めよ.

(京都工芸繊維大類 28)　　 (固有番号 s283401)

11.13 kを整数とし,

A =




1 0 −1 0
0 k 2 −1
−2 1 3 0
3 3 0 −k


 , x =




x1

x2

x3

x4


 , j =




1
0
0
0




とおく. 以下の各問に答えよ.

(1) Aが正則であるための kの条件を求めよ.

(2) k = 1のとき, 連立一次方程式Ax = j の解を求めよ.

(3) Aが正則行列であるとき, Aの逆行列の成分がすべて整数となるための必要十分条件は k = 1で
あることを示せ.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283806)

11.14 cを実数とし,

A =




1 2 −1 1
2 3 1 3
2 1 c 5
3 2 9 7


 , b =




4
4
−3
−4




とする. 以下の問いに答えよ.
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(1) c = 6のとき, 方程式 Ax = bの一般解を求めよ.

(2) 方程式 Ax = bが解を持つための cの条件を求めよ.

(3) 方程式 Ax = bが解を持たないとき, 方程式 Ax = 0の一般解を求めよ.

(広島大類 29)　　 (固有番号 s294101)

11.15 aを定数として, 変数 x, y, z, wに関する次の連立一次方程式を考える.


x + 2y + 3z − w = a

x + 3y − z +w = 1
x + 2y + z −w = 0

y + 2z + 2w = −1

このとき, 以下の各問いに答えよ.

(1) この方程式が解を持つための aの値を求めよ.

(2) 前問 (1)の aの値に対して, 方程式の解を求めよ. 解がただ一つではない場合には, 適切な方
法を用いて解（一般解）を表現すること.

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284705)

11.16 次式は変数 x, y, z に関する連立方程式であり, kは定数である. 以下の問いに答えよ.


2x+ 2y + z = k

5x+ 3y − z = 7
x− y − 3z = 3

(1) 連立方程式が解をもつように kの値を定めよ.

(2) (1)の条件のもとで, 連立方程式の解を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284904)

11.17 行列 A =




1 1 1
2 a 1
a 5 1


 について, 次の問いに答えよ. ただし a > 0とする.

(1) 行列 Aの行列式が 0となる aの値を求めよ.

(2) (1)で求めた aを用いて行列 Aのランク（階数）を求めよ.

(3) a = 2のとき, 連立 1次方程式 Ax =




3
5
8


 の解をはき出し法（ガウスの消去法）を用いて求

めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284923)

11.18 行列に関する以下の問いに答えよ.

(1)




1 1 −2
2 −1 1
3 2 −4


 の逆行列を計算せよ.

(2) (1)で求めた逆行列を利用して,


1 1 −2
2 −1 1
3 2 −4






x

y

z


 =




−3
7
−3




の x, y, zを求めよ.
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(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285507)

11.19 下を満たす x, y, z の値をそれぞれ求めなさい.


1 1 1
2 1 3
−1 3 2






x

y

z


 =




3
14
0




(首都大類 28)　　 (固有番号 s285901)

11.20 下の問いに答えよ. なお, 計算過程も記入せよ.

(1) 次の行列の階数を求めよ. 


1 2 2
2 3 −1
2 5 9




(2) 次の連立 1次方程式が解を持つときの aの値を求めよ.


x + 2y + 2z = a

2x+ 3y − z = 2a
2x+ 5y + 9z = 6

(∗)

(3) (2)で求めた aの値に対する連立 1次方程式 (∗)の解を求めよ.

(宇都宮大類 28)　　 (固有番号 s286101)

11.21 (1) 行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
2 1 0 0
1

√
2 1 0

0 1
√
2 1

0 0 1
√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
の値を求めよ.

(2) x, y, z に対する連立方程式




x − y + 2z = 0
ax− 2y − 7z = 0
3x− 3y + az = 0

が非自明解を持つときの aの値を求め, その

とき連立方程式を解け.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286405)

12 線形変換

12.1 行列

A =




1 1 0
1 0 1
0 1 1




に対して 3次元空間 R3の原点を通る直線で, 次の性質を持つものを考える.

(性質) この直線上の点




x

y

z


 を, 行列 Aで変換した点




x′

y′

z′


 = A




x

y

z


 も, この直線上に

ある.

例えば, 


x

y

z


 = k




1
1
1


 （kは任意の実数）
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と表される直線 l1 は, このような直線の一つである. この性質を持つ, l1 と異なる直線を全てあげ

なさい.

(秋田大類 28)　　 (固有番号 s280404)

12.2 xyz 空間のベクトルA =




x

y

z


 に対する線形変換について, 以下の問に答えよ.

(1) Aを y 軸に対して対称移動させるような 3× 3行列を導出せよ.

(2) Aを z 軸のまわりに角 θだけ回転させるような 3× 3行列を導出せよ.

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281404)

12.3 xyz 空間 (R3)の線形変換 f : R3 → R3 を表す行列を A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 とする. すなわち,

Aは f(x) = Ax, x ∈ R3 を満たす行列である. 次の問に答えよ.

(1) 線形変換 f がベクトルの大きさを変えないとき, 行列 Aの満たすべき条件を求めよ.

(2) 線形変換 f が x軸上の点を動かさないとき, 行列 Aの満たすべき条件を求めよ.

(3) (1)と (2)の条件を満たし, 平面 x+ y + z = 0上の点を平面 5x− y + 7z = 0上に移す線形変換
f を表す行列Aを求めよ

(岐阜大類 28)　　 (固有番号 s282603)

13 固有値とその応用

13.1 行列 Aを A =




2 1 1
1 2 1
1 −1 2


 で定める.

(1) Aの固有値, 固有ベクトルを求めよ.

(2) nは自然数とする. An を求めよ.

(北海道大類 29)　　 (固有番号 s290105)

13.2 行列A =

(
a b

c d

)
に対してB =

(
0
12

)
, C =

(
12
12

)
を考える. B′ = AB =

(
0
6

)
, C = AC

であるとき, 次の問いに答えなさい

(1) a, b, c, dの値をそれぞれ求めなさい.

(2) 行列 Aの逆行列 A−1 を求めなさい.

(3) D =

(
u

v

)
に対し D′ =

(
3
7

)
= AD であるとき, 逆行列 A−1 を用いて u, v の値をそれぞ

れ求めなさい.

(4) 行列 Aの固有値, および, それに属す固有ベクトルを求めなさい. ただし, 固有ベクトルの大
きさは 1とする.

(岩手大類 28)　　 (固有番号 s280302)

13.3 ある対称行列 F が直交行列 P によって対角行列 F ′ = PTFP へと変換された. ここで T は行列の転

置を表す. 以下の問に答えなさい.
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(1) F のトレース（対角成分の和）はこの変換により不変であること, つまり Tr F = Tr F
′ を証明

しなさい.

(2) 行列 F が以下のように与えられたとき, P と F ′ を求めなさい.

F =

(
2 1
1 2

)

(3) 行列 F と F ′ のトレースを求めなさい.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280604)

13.4 次の行列 A,B について, それぞれ固有値と固有ベクトルを求めよ.

A =

(
1 −3
3 −5

)
, B =




1 −1 1
2 −2 1
2 −1 0




(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280611)

13.5 以下の 2次正方行列について, 固有値と対応する固有ベクトルを求めよ.

(1)

(
8 −4
3 1

)

(2)

(
a b

b a

)

ただし, a �= 0, b �= 0, a �= b とし, a, bは実数とする.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280615)

13.6 rは実数とする. 行列 A =




3 2 3
1 0 −3
−1 r 1


 に対して, 次の問いに答えなさい.

(1) A




−2
3
−1


 =




−3
1
0


 が成り立つとき, rの値を求めなさい.

(2) rは (1)で求めた値とする. そのときの Aの固有値を λ1, λ2, λ3 とする. ただし λ1 > λ2 > λ3

とする. Aの固有値 λ1に属する固有ベクトルで




x

y

1


 の形のものを求めなさい.

(東京農工大類 29)　　 (固有番号 s290903)

13.7 次の行列 Aに対して, 多項式 f(x)を f(x) = det(xE − A)で定義する. ただし, E は 3× 3の単位
行列とする.

A =




0 1 0
0 0 1

1/8 0 0




(1) Aの固有値を求めよ. (2) f(A)を求めよ. (3)
∞∑
n=0

An を求めよ.

(横浜国立大類 28)　　 (固有番号 s281101)
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13.8 (4× 4)の正方行列 Aの第 i行第 j 列の要素 {aij}が aij = (−1)i+j で与えられるとき,

行列 Aの固有値を求めなさい.

(千葉大類 28)　　 (固有番号 s281207)

13.9 実対称行列 A =




0 1 −1
1 0 1
−1 1 0


 について, 以下の問に答えなさい.

(1) 行列 Aは, 異なる二つの実数の固有値 λ1, λ2 を持つ（ただし, λ1 < λ2）. λ1, λ2 を求めな

さい.

(2) 行列Aは, ある直交行列Qによって Q−1AQ =




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ2


 と対角化できる. この直交行

列 Qを求めなさい. （なお, 実正方行列 Qが tQQ = I（I は単位行列）を満たすとき, Qを直

交行列という）

(千葉大類 29)　　 (固有番号 s291202)

13.10 A =




4 1 −1
2 5 −2
1 1 2


 とする. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) Aの固有値をすべて求めよ.

(2) Aの独立な固有ベクトルをすべて求めよ.

(3) Aは対角化可能であるかどうかを示せ. もし Aが対角化可能ならば, P−1AP が対角行列にな

るような P を求めよ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281310)

13.11 行列 A =




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 について, 以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値 λ1, λ2, λ3 を求めよ. ただし, λ1 ≤ λ2 ≤ λ3とする.

(2) Aの正規化した固有ベクトル u1,u2,u3 を求めよ. ただし, Auj = λjuj (j = 1, 2, 3)とする.

(3) Aを P−1AP = D（ただし, P は直交行列, Dは対角行列）として対角化したとき, P, P−1お

よびDを求めよ.

(4) (3)で求めた P に対して, P−1(A + aE)nP を求めよ. ただし, Eは 3次の単位行列, aは実定

数, nは正の整数とする.

以下では AB = BAとなる 3次の正方行列 Bについて考える.

(5) (2)で求めた uj (j = 1, 2, 3)は Bの固有ベクトルになることを示せ.

(6) (3)で求めた P に対して, P−1BP が対角行列になることを示せ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281316)

13.12 行列 A =




2 1 1
1 2 1
1 1 2


 の固有値, 固有ベクトルを求めよ. ただし, 固有ベクトルは互いに直交し,

かつ大きさを 1とする.

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281802)
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13.13 N 行 N 列の単位行列を Eと表し, N 行 N 列の行列 Aを

A =




0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0

0 0 0
. . .

...
...

...
...

...
. . . 1 0

0 0 0 · · · 0 1
1 0 0 · · · 0 0




(∗)

と定義する. N は 1以外の自然数であるとして, 次の設問に答えよ.

(1) 行列 A2 およびAA† の成分を, (∗)にならって示せ. ここで, †は転置行列を表す.

(2) An = Aを満たす 1以外の最小の自然数 nを求めよ.

(3) en をその第 n成分が 1, それ以外の成分は 0である N 次元空間の基本ベクトルとする

(n = 1, 2, · · · , N). このとき, Aen および A†en を基本ベクトルを用いて表せ.

(4) 行列 Aの固有値と固有ベクトルを全て求めよ.

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281806)

13.14 行列 A =




√
2 0 1
0

√
2 1

1 −1
√
2


 , B =




3 1 0
1 3 0
0 0 2


 について, 次の問いに答えよ.

(1) Aの固有値と Bの固有値を求めよ.

(2) A, B について, それらが対角化できるか調べ, 対角化できれば対角化せよ.

(信州大類 28)　　 (固有番号 s281904)

13.15 行列 A =




1 −2a −2
2 2 4
−2 a −2


 について, 次の各問いに答えよ. ただし, aは実数とする.

(1) Aの固有値を求めよ.

(2) Aの最大の固有値に属する固有ベクトルを求めよ.

(信州大類 29)　　 (固有番号 s291904)

13.16 条件
(

x1 x2

)( 5 3
−3 5

)(
x1

x2

)
= 4 を満たすベクトル x =

(
x1

x2

)
に対して, 2× 2行列 T

による線形変換 y =

(
y1

y2

)
= Tx を考える.

(
y1 y2

)( y1

y2

)
= 1 を満たすための行列 T を求

めよ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282004)

13.17 行列

(
11 4
4 5

)
の固有値を求め, 各固有値に対応する 2つの固有ベクトルの交角 θ (0≦θ≦π) を

示せ

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282007)

13.18 A,Bを n次正方行列とする, 次のことを示せ.

(1) detAB = 0のとき, 0はそれぞれ AB, BAの固有値である.

(2) detAB �= 0のとき, 0はAB の固有値である.
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(3) λが AB の固有値ならば, λがBAの固有値でもある.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282202)

13.19 行列 Aは

A




−2
1
1


 = (−1)




−2
1
1


 , A




1
0
1


 = 2




1
0
1


 , A




3
1
1


 = 4




3
1
1




を満たす. 次の問いに答えよ.

(1) P =




−2 1 3
1 0 1
1 1 1


 に対して, 行列式 detP および逆行列 P−1を求めよ.

(2) 行列 Aを求めよ.

(3) 行列X =




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


 に対して, x11 + x22 + x33を tr(Ｘ)で表す. 自然数 nに対して

tr(An)を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282206)

13.20 A =




−5 −4 4
16 15 −16
10 10 −11


 とする. 次の問いに答えよ.

(1) Aの固有値を求めよ.

(2) P−1AP が対角行列となるような正則行列 P を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282227)

13.21 A =




1 6 0
1 2 −2
1 3 −1


 について, 次の問いに答えよ.

(1) Aの逆行列 A−1 を求めよ.

(2) Aの固有値とその固有値に属する固有空間を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282230)

13.22 7x2 + 2
√
3xy + 5y2 = 1 · · · (∗) を次の手順で, (x, y)平面に図示せよ.

(1) (∗)の左辺は 2× 2の対称行列Aを用いて, (x y)A

(
x

y

)
と表すことが出来る. Aを求めよ.

(2) Aの固有値 (λ1 < λ2), および, 長さ 1の固有ベクトル v1 =

(
a

b

)
（λ1に対応）,

v2 =

(
c

d

)
（λ2に対応）を求めよ. ただし, a > 0, c > 0と選ぶ.

(3) 行列 P =

(
a c

b d

)
とおく. P−1AP を計算せよ.
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(4) 変数変換

(
x

y

)
= P

(
X

Y

)
としたとき, (x, y)平面上の図形は, 反時計回りに qラジアン

回転すると (X,Y )平面上の図形に移る. qを求めよ. また, 上記の図形を (X,Y )平面上で図示
せよ.

(5) (∗)を (x, y)平面上で図示せよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282234)

13.23 行列 P =




1
2

0 0

1
2

0 1

0 1 0


 とベクトル v =




1
0
0


を考える. 次の各小問に答えよ.

(1) P の固有値をすべて求めよ. またそれぞれの固有値に属する固有ベクトルを一つずつ求めよ.

ただし固有ベクトルの成分は整数値に選べ.

(2) vを (1)で求めた固有ベクトルの線形結合として表せ.

(3) Pnvを求めよ. さらに極限 lim
n→∞P 2n+1vと lim

n→∞P 2nvを求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282237)

13.24 3次実対称行列 Aは固有値 2と 3をもち, 固有値 2に対する固有空間W2はある実数 x, y を用いて

W2 =


 c




x

y

1



∣∣∣∣∣∣∣ c ∈ R


 と表され, 固有値 3に対する固有空間W3 は

W3 =


 c1




1
0
2


+ c2




0
1
3



∣∣∣∣∣∣∣ c1, c2 ∈ R


 と表されている. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) x, yを求めよ.

(2)




5
7
3


 ∈ R3 をW2とW3のベクトルの和で表せ.

(3) 自然数 nに対してAn




5
7
3


を求めよ.

(富山大類 28)　　 (固有番号 s282302)

13.25 次の行列について, 以下の問いに答えよ.

[A] =

[
3 −1
−1 3

]

(1) 固有値を求めよ

(2) 大きさが 1となるように正規化した固有ベクトルを求めよ.

(3) (2)で求めた固有ベクトルを用いて対角化せよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282406)

13.26 行列 A =

[
4 3
−2 −1

]
について, 次の問いに答えよ.
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(1) 行列 Aの固有値を求めよ.

(2) (1)で求めた全ての固有値に対する固有ベクトルを求めよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282417)

13.27 次式に与えられる行列Aについて, 以下の問いに答えよ. (4)以外については計算の課程も示すこと.

A =




1 3 0
3 1 4
0 4 1




(1) Aの固有値を λとして, 固有方程式を“ (1 − λ)の多項式 = 0 ”の形に表せ.

(2) Aの固有値を全て求めよ. 固有方程式“ (1 − λ)の多項式 = 0 ”の左辺をどのように因数分解
したのかがわかるように解答すること.

(3) Aの固有値を λ1, λ2, λ3, (λ1 < λ2 < λ3)とする. 固有値 λn に対応する正規化（規格化）され

た固有ベクトル un を以下の形で求めよ.

u1 =
1

5
√
2




3

 , u2 =

1
5




4

 , u3 =

1
5
√
2




3



(4) 以下の空欄を生めよ. ただし, (あ)と (い)には数値, (う)と (お)には語句, (え)には行列が入
る. なお, un · um は un と um の内積, tP は P の転置行列を表す. 3つの固有ベクトル un

の長さは全て (あ) であり, さらに u1 · u2 = u2 · u3 = u3 · u1 = (い) である. 従っ

て, 行列 P = (u1 u2 u3)は (う) 行列である. よって, tP と (え) の積は単位行列とな

る. なお, P が (う) 行列であるのは Aが (お) 行列であることの必然的な結果である.

(5) P−1を求めよ.

(6) P−1A2P を求めよ.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282419)

13.28 以下の行列 Aに関して, 次の問いに答えなさい.

A =

(
−1 −1
1 2

)

(1) 行列式を計算しなさい.

(2) 逆行列を求めなさい.

(3) 固有値と固有ベクトルを求めなさい.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282420)

13.29 次の行列 A, B に関して, 次の問いに答えよ.

A =




2 0 3
1 0 1
−1 1 −1


 B =




1 a −1
2 −2 2
b 2 1




(1) 逆行列 A−1 を求めよ.

(2) 行列 Bが対称行列であるとき, 定数 a, bを求めよ.

(3) (2)のとき, 行列 Bの固有値をすべて求めよ.

(豊橋技科大類 29)　　 (固有番号 s292702)
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13.30 行列 A =




a 1 0
1 a 0
1 1 1


 に関して, 以下の設問に答えよ.

(1) 行列 Aが 2個の固有値を持つような aを全て求めよ. またそのときの固有値を求めよ.

(2) 行列 Aが 3個の固有値を持つような aの場合について,

(a) 全ての固有値と固有ベクトルを aを用いて記せ.

(b) 行列 Aは, ある正則行列 P によって D = P−1AP と対角化可能である. P を一つ示し,
その P に対応する, P−1, Dをそれぞれ求めよ.

(名古屋大類 28)　　 (固有番号 s282801)

13.31 行列

A =




2 0 0 −1
0 −1 2 0
0 2 −1 0
−1 0 0 2




の固有値を求めよ. また, Aの最大固有値に対する固有ベクトルを求めよ.

(名古屋工業大類 28)　　 (固有番号 s282904)

13.32 行列 A =




5 3 −1
3 3 −3
−1 −3 5


 について, 以下の問いに答えよ.

(1) Aを直交行列によって対角化せよ.

(2) A = B2 を満たす対称行列 Bを一つ求めよ.

(名古屋工業大類 29)　　 (固有番号 s292903)

13.33 点 (1, −1), (−3, 7)をそれぞれ (5, −5), (−11, 23)に移す１次変換を行うことができる 2次の正方

行列 A =

(
a b

c d

)
について,以下の問いに答えなさい.

(1) 行列 Aを求めなさい.

(2) 行列AはA2 − (a+ d)A+ (ad− bc)E = 0を満たす, このときA4を求めなさい. ただし, Eは

単位行列である.

(3) Aの固有値と固有ベクトルを求めなさい.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283101)

13.34 以下の 3次正方行列 Aについて, 以下の問いに答えなさい.

A =




1 −2 2
1 1 a + 2
3a 3 a




(1) rankAを求めなさい.

(2) detAを求めなさい.

(3) a = −1のとき, A−1を求めなさい.

(4) 行列 Aが 0を固有値として持つとき, aの値と 0以外の固有値を求めなさい.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283108)
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13.35 行列 A =




2 1 1
1 2 1
1 1 2


 について以下に答えよ.

(1) A5 の行列式 |A5|の値を求めよ.

(2) Aの固有値および互いに直交する長さ 1の固有ベクトルをすべて求めよ.

(3) Aを変換 PTAP によって対角化する直交行列 P を構成し, 対角化を実行せよ. ただし, PT は

P の転置行列である.

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283117)

13.36 次の 3次正方行列

A =




1 2 −1
2 −2 2
−1 2 1




の固有値を λ1, λ2, λ3 (λ1≦λ2≦λ3)とする. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) λ1, λ2, λ3の値を求めよ.

(2) 次の等式が成り立つような正則行列 P を求めよ.

P−1AP =




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3




(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283201)

13.37 xy座標で多項式 5x2 − 6xy + 5y2 = 8で表される曲線を考える.

(1) この式は実数の定数 a, b, cを成分に持つ 2× 2対称行列

A =

(
a b

b c

)

を使って, (
x y

)
A

(
x

y

)
= 1

と書き換えることができる. 行列 Aを求めよ.

(2) 行列 Aは異なる 2つの実数の固有値 λ1, λ2をもつ (λ1 < λ2とする). λ1, λ2を求めよ.

(3) 前問で得られた固有値 λ1, λ2の固有ベクトルをそれぞれ e1, e2とする. e1, e2が直交している

ことを示せ.

(4) e1, e2をそれぞれ長さ 1になるように決めて,(
x

y

)
= Xe1 + Y e2

によって新しく XY 座標を定義する. 問題で与えた多項式を XY 座標で表し, もとの xy 座標

で曲線のグラフをかけ．

(奈良女子大類 28)　　 (固有番号 s283208)

13.38 (1) 実数を成分とする 2次の正方行列A, Bは対称行列とし, Aは相異なる固有値を持つとする. こ
のとき, AB = BAならば Aと Bは同じ直交行列によって対角化されることを示せ.

65



(2)

(
2 2
2 −1

)
,

(
2 −2
−2 5

)
を同じ直交行列によって対角化せよ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283502)

13.39 行列 A =




2 0 1
0 4 0
1 0 2


 に関して以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値をすべて求めよ.

(2) Aが対角化する直交行列 P の中で対称行列を求めよ.

(3) Aの逆行列を, 問い (1), (2)で求めた Aの固有値と P を用いて表せ.

(4) 問い (3)の結果を用いて, 連立方程式 Ax =




1
2
3


 の解を求めよ.

(5) 問い (3) の結果および直交行列の性質 PTP = I を用いて, 正の整数 n に対する連立方程式

Anx =




1
2
3


 の解 x(n)を P, nおよびAの固有値を用いて表せ. , n → ∞としたときの x(n)

の極限を示せ. ただし, PT は P の転置行列を, I は単位行列を表す.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283510)

13.40 4次の正方行列 Aを A =




0 1 −1 0
1 0 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −1


 により定める.

(1) 行列 Aの階数を求めよ.

(2) 行列 Aの固有値をすべて求めよ. さらに, そのうちで絶対値が最小の固有値に対する固有ベク
トルを 1つ求めよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283603)

13.41 行列 Aを

A =




−2 0 1 1
0 −1 0 0
1 0 −2 1
1 0 1 −2




とするとき, 次の問いに答えよ.

(1) Aの固有値, 固有ベクトルを求めよ.

(2) Aを直交行列を用いて対角化せよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283605)

13.42 行列 A =




4 −1 −2
−1 4 −2
−2 −2 5


 に対して, 次の問いに答えよ.

(1) Aの固有値 λと固有空間W (λ;A)を全て求めよ.

(2) P−1AP が対角行列となるような直交行列 P を 1つ求めよ. なお, tPP = E（単位行列）を満

たす実正方行列 P を直交行列という.
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(3) n ∈ Nに対して, An のトレース Tr An を計算せよ.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283801)

13.43 行列 A =


 11

6
2

−1 −1


 に対して, B = lim

n→∞

n∑
k=1

kAk−1 とする. ただし, A0 は単位行列 E を表す

ものとする. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) Bを求めよ.

(2) (E − A)2Bを計算せよ.

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283802)

13.44 行列 Λ =




0 1 0
0 0 1
1 0 0


, A =




a b c

c a b

b c a


 (a, b, c ∈ C) に対して, 次の問に答えよ.

以下, I は 3次の単位行列を表し, ωは 1の３乗根 ω =
1
2
(−1 +

√
3i)を表す.

(1) Λの固有値と固有ベクトルを求めよ.

(2) Aが A = aI + bΛ + cΛ2と表されることを用いて, Aの固有値と固有ベクトルを求めよ.

(3) 等式 det(A) = (a+ b + c)(a + ωb+ ω2c)(a + ω2b+ ωc) を示せ.

(神戸大類 29)　　 (固有番号 s293801)

13.45 実数を成分とする 3次正方行列Aで次の条件を満たすものを考える.

(∗) A2 �= O, A3 = O

以下の問いに答えよ.

(1)

B =




0 1 0
0 0 1
0 0 0




とすると, Bは上記の条件 (∗)を満たすことを示せ.

(2) u �= 0かつ A2u �= 0となる u ∈ R3が存在することを示せ.

(3) 上記 (2)における uに対して, u, Au, A2uは 1次独立であることを示せ.

(4) ある正則行列 P を用いて

A = P




0 1 0
0 0 1
0 0 0


P−1

と表されることを示せ.

(岡山大類 28)　　 (固有番号 s284003)

13.46 実行列　 A =




0 1 0
1 0 1
0 1 0


　を考える. 以下の問いに答えよ.

(1) Aの階数を求めよ.

(2) Aの固有値と固有ベクトルを求めよ.
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(3) 実 3次元ベクトル空間 R3 の中で, 次の図形 S を考える.

S =
{
v ∈ R

3
∣∣∣ v ·Av =

√
2
}

ただし, v ·Av は vと Avとの内積を表す. S の概形を図示せよ.

(4) S の点で, 原点との距離が最小のものをすべて求めよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284101)

13.47 行列 A, ベクトル bを

A =




−1 1 0
0 1 1
1 1 2


 , b =




1
0
0




とし, 写像 f : R3 → Rを次のように定義する.

f(x) = (Ax − b) · (Ax − b)

ただし, ·はベクトルの内積を表す. 以下の問いに答えよ.

(1) Aの階数を求めよ.

(2) f(x)の最小値を求めよ.

(3) Aの固有値 0に対する固有ベクトルを一つ求めよ.

(4) f(x)の最小値を与える xの中で最も原点に近い xを求めよ.

(広島大類 29)　　 (固有番号 s294103)

13.48 a1,a2, · · · を零ベクトルでない k次元実列ベクトルとし, k次実対称行列Mn (n = 1, 2, · · · )を

Mn =
n∑
i=1

ai
tai

で定義する. ここで, t は転置を表す記号である. 以下の問いに答えよ. ただし, 任意の実対称行列
は直交行列により対角化可能であることは用いてよい.

(1) αn を行列Mn の (1, 1)成分とする. 数列 {αn}が広義の単調増加列, すなわち,

α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn ≤ · · · となることを示せ.

(2) Mn の固有値はすべて非負の実数であることを示せ.

(3) λn をMn の最小固有値とする. S =
{
x ∈ Rk | txx = 1

}
に対し,

min
x∈S

txMnx = λn

を示せ.

(4) (3)で定義した λn に対して, 数列 {λn}が広義の単調増加列となることを示せ.

(5) (1)で定義した αnと (3)で定義した λn に対して, {αn}が上に有界であれば, {λn}は収束する
ことを示せ.

(広島大類 29)　　 (固有番号 s294105)

13.49 次に示す行列Aの固有値および対応する固有ベクトルを求めなさい. 固有ベクトルは, いずれか一つ
の固有値に対して求めればよい.

A =




0 2 2
2 1 0
2 0 −1




(山口大類 28)　　 (固有番号 s284302)
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13.50 行列　 A =




5 −2 4
10 −3 5
2 −1 3


　について次の問いに答えよ.

(1) Aの固有値を求めよ.

(2) Aの各固有値に対して, 固有空間の基底を一組求めよ.

(3) Aは対角化可能かどうかを理由を付けて答えよ

(高知大類 28)　　 (固有番号 s284503)

13.51 (1) 行列 Aを　 A =




−3 2 −10
2 3 4
0 −3 2


　で定める.

(a) Aのすべての固有値を求めよ.

(b) 適当な正則行列 P を用いて, Aを対角化せよ.

(2) Bを正方行列とし, B2が零行列になるとする. このとき, Bは 0を固有値にもつこと, および
0以外には固有値をもたないことを示せ.

(愛媛大類 28)　　 (固有番号 s284602)

13.52 x, yを実数とし, 行列 A, B および pを下記のように定義する.

A =
1√
2




1 −1 0
1 1 0
0 0

√
2


 , B =




2 0 0
0 1 0
0 0 3


 , p =




x

y

0




また, C = AB(tA)とする. ここで tAは Aの転置行列である. 以下の問いに答えよ.

(1) 行列 A−1 を求めよ.

(2) 行列 C の固有値を求めよ.

(3) 行列 C の行列式 det(C)を求めよ.

(4) x > 0, x2 + y2 = 1および p · (Cp) = 1を満たす xと y を求めよ.

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284701)

13.53 3次正方行列 Aを次のように定義する.

A =




4 −5 −2
−5 4 −2
−2 −2 −8




このとき, 以下の各問いに答えよ

(1) Aの固有値をすべて求めよ.

(2) Aの固有値のうちで最小なものを λ0 とおく. （固有値がただ一つの場合には, それを λ0 とお

く.）λ0に対応する固有ベクトルで, 「ベクトルの長さ（大きさ）は 1」かつ「第 1成分は負で
はない」という条件を満たすものを求めよ.

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284706)

13.54 行列 A =




3 −7 3
3 −5 1
4 −5 0


 について, 次の問いに答えよ.
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(1) Aの行列式を求めよ.

(2) Aの逆行列を求めよ.

(3) Aの固有値と固有ベクトルを求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284905)

13.55 行列 A =

[
3 1
α 2

]
について, 固有値の 1つが λ = 1であるとき, 次の問いに答えよ.

(1) αの値を求めよ.

(2) 残りの固有値を求めよ.

(3) P−1AP が対角行列となるように, 行列 P とその逆行列 P−1をそれぞれ求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284913)

13.56 次の行列 P について以下の問いに答えよ.

P =




−3 0 0
4 5 −4
2 4 −5




(1) 行列 P の固有値を求めよ.

(2) 行列 P の固有ベクトルを求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284920)

13.57 行列 A =




0 −2 2
1 −3 1
2 −2 0


 について, 次の問いに答えよ.

(1) 行列式 detAを求めよ.

(2) 逆行列 A−1 を求めよ.

(3) 行列 Aの固有値と固有ベクトルを求めよ.

(4) 行列Aを対角化して得られる行列Bを求めよ. また, B = PAP−1を満たす正則行列 P とその

逆行列 P−1を求めよ.

(佐賀大類 28)　　 (固有番号 s284929)

13.58 行列 A =

(
2 −1
3 −2

)
について, 次の各問に答えよ.

(1) Aの固有値をすべて求めよ.

(2) Aの固有ベクトルをすべて求めよ.

(3) A99 を求めよ.

(宮崎大類 28)　　 (固有番号 s285303)

13.59 次の行列 Aの固有値と固有ベクトルを求め, 行列 Aを対角化しなさい.

A =

[
−2 1
1 −2

]

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285416)
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13.60 次の行列 Aの固有値と固有ベクトルを求めよ.

A =

(
2 1
2 3

)

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285513)

13.61 次の 3次の正方行列 Aについて, 以下の設問に答えよ.

A =




−1 0 1
0 1 0
1 0 −1




(1) 行列 Aの固有値をすべて求めよ.

(2) 設問 (1)で求めた固有値に対応する固有ベクトルをそれぞれ求めよ. ただし, 固有ベクトルは

大きさが 1となるように正規化（規格化）すること.

(3) 設問 (2)で求めた固有ベクトルを用いて, 行列 Aを対角化せよ.

(4) A12 を計算せよ.

(島根大類 28)　　 (固有番号 s285805)

13.62 行列 Aについて下記の (1),(2),(3)に答えなさい.

A =

[
1 2
−1 4

]

(1) すべての固有値とそれぞれの固有値の固有ベクトルをすべて求めなさい.

(2) P−1AP が対角行列となるような正則行列 P と P−1AP を求めなさい.

(3) A5 を求めなさい.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285902)

13.63 (1) 次の 2次正方行列 Aの固有値および長さが 1であるすべての固有ベクトルを求めよ. ただし,
実数の範囲で扱うものとする.

A =

[
3 1
2 2

]

(2) 次の 3次正方行列 P が直交行列であるとき, a, b, cの値をすべて求めよ.

P =




1√
6

1√
3

a

2√
6

−1√
3

b

1√
6

1√
3

c




(首都大類 28)　　 (固有番号 s285910)

13.64 A =




0 0 0 −1
1 0 0 −4
0 1 0 −6
0 0 1 −4


 について 次の問いに答えよ.

(1) Aの固有値を求めよ. ただし, 重複がある場合は, その重複度も答えよ.
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(2) Aの固有ベクトルを求めよ.

(滋賀県立大類 28)　　 (固有番号 s286002)

13.65 次の行列 Aについて下の問いに答えよ. なお, 計算過程も記入せよ.

A =

[
5 6
1 4

]

(1) 行列 Aの固有値を求めよ.

(2) 行列Aが対角化可能かどうか調べ, 対角化可能であるときは適当な正則行列を求めて対角化せよ.

(宇都宮大類 28)　　 (固有番号 s286102)

13.66 実数 a > 0に対して, 行列 A,P,B を

A =




1 0 0
0 a 0
0 0 −1


 , P =




1 2 3
0 1 0
1 3 2


 , B = P−1AP

と定める. 以下の問いに答えよ.

(1) P−1を求めよ.

(2) Bが異なる 3個の固有値をもたないとき, aの値を定めよ.

(3) aが (2)で求めた値であるとき, n = 1, 2, 3, · · · に対し

Bn




x

y

z


 =




1
1
1




を満たす x, y, z を求めよ.

(はこだて未来大類 28)　　 (固有番号 s286301)

13.67 行列




4 0 0 0
0 3 2 0
0 2 3 0
0 0 0 4


 の固有値と固有ベクトルを求めよ.

(東京海洋大類 28)　　 (固有番号 s286406)

13.68 A =




−1 0 0
8 1 2
3 0 2


 とするとき, 次の各問いに答えなさい.

(1) Aのすべての固有値を求めなさい.

(2) Aの各固有値に対する固有ベクトルを求めなさい.

(3) Aを対角化する正則行列 P を求め, Aを対角化しなさい.

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286504)

13.69 次の行列 A,B,C,Dについて, あとの問いに答えなさい. 解答は途中の式も省略せずに書きなさい.

A =




−1 3 2
−3 0 −2
−1 2 1


 , B =




1 2
−1 −2
1 3


 , C =

(
1 1
−4 −1

)
, D =

(
−3 −1
4 2

)

72



(1) AB を答えなさい.

(2) 行列 A,B の階数（ランク）をそれぞれ答えなさい.

(3) 行列式 |A|, |C |をそれぞれ答えなさい.

(4) 行列 A,C の逆行列をそれぞれ答えなさい. 定義されないときには「定義されない」と答えな
さい.

(5) 行列Dの固有値と固有ベクトルを答えなさい.

(岩手県立大類 28)　　 (固有番号 s287001)

14 線形空間など

14.1 次の対称行列Aおよびベクトル rについて以下の問に答えよ.

A =

[
6 −2
−2 6

]
, r =

[
2
√
3

2

]

(1) 行列 Aの固有値および固有ベクトルをすべて求めよ. ただし, 固有ベクトルの大きさを 1と
する.

(2) ベクトル rを回転行列 Rによって角度 θ回転させたものをベクトル sとする. θ = 30°とした
場合の回転行列Rとベクトル sを求めよ. ただし, θは反時計回りを正とする.

(3) 基本ベクトル e1 = [ 1, 0 ]t, e2 = [ 0, 1 ]tを行列Rによってそれぞれ原点に対して反時計回りに

角度 θ = 30°回転させたベクトルを e′
1, e′

2とする. (2)で求めたベクトル sを (e′
1 e′

2)座標系に
より表記したベクトル s′ を求めよ. さらに s′ = Qsとなる変換行列Qを求めよ.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280504)

14.2 V を実ベクトル空間とするとき, 以下の問いに答えよ.

(1) n個の元 a1, a2, · · · , an ∈ V の中に同じものがあれば, a1, a2, · · · , an は一次従属であるこ

とを示せ.

(2) n個の元の組 b1, b2, · · · , bn ∈ V は一次独立とし, C = (cij)ij を n次実正方行列,

ai =
n∑
j=1

cijbj (i = 1, 2, · · · , n) とおく. a1, a2, · · · , anが一次独立であることの必要十分条件

は C が正則行列であることを示せ.

(東北大類 28)　　 (固有番号 s280505)

14.3 以下ではすべての自然数 nに対して Rnの元は列ベクトル（縦ベクトル）で表されるものとする. 以
下の問いに答えよ.

(1) a, b, cを実数とし (a, b, c) �= (0, 0, 0)とする. R3 の部分空間H を

H =

{
x

y

z


 ∈ R

3
∣∣∣ax + by + cx = 0

}

で定める. このときH の次元とその基底を求めよ.

(2)

A =

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
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を実行列とする. Aの階数が 2であるための必要十分条件は∣∣∣∣∣ a1i a1j

a2i a2j

∣∣∣∣∣ �= 0 , 1 ≤ i ≤ j ≤ 3

となる自然数 i, j が存在することであることを示せ.

(3)

A =

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]

を階数 2の実行列とし, 線形写像 fA : R3 → R2を fA(x) = Ax, x ∈ R3, で定める. このとき
fA の核の次元と基底を求めよ.

(4)

B =

[
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

]

を実行列とし、 ∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ �= 0

とする. 線形写像 fB : R4 → R2を fB(x) = Bx, x ∈ R4, で定める. このとき fB の核の次元

と基底を求めよ.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280602)

14.4 3次正方行列 Aと R3 内の平面 P を次式で定義する.

A =




6 −18 3
2 −6 1
4 −14 3


 , P =






x

y

z


 ∈ R

3

∣∣∣∣∣∣∣ x− 2y + z = 4




さらに, 線形写像 f : R3 → R3 を f(x) = Ax (x ∈ R3)で定義する.

このとき, 以下の問いに答えよ.

(1) f の像 Im f の次元を求めよ.

(2) Im f と P の共通部分 l = (Im f) ∩ P は, R3 内の直線とみなすことができる.

R3内の原点 Oから直線 lへ垂線 OH を下ろすとき, 点H の座標を求めよ.

(3) x ∈ P かつ f(x) = xを満たす x ∈ R3を求めよ.

(電気通信大類 28)　　 (固有番号 s281001)

14.5 v1 =




1
0
1


 , v2 =




0
1
1


 ∈ R3 に対して, 線形写像 f : R3 → R3 を次式で定義する.

f(x) = (x,v1)v1 + (x,v2)v2 (x ∈ R
3)

ただし, (x,vi)は, xと vi の R3 における標準内積とする (i = 1, 2).

さらに, W を v1, v2で生成される R3の部分空間とし, 線形写像 g : W → W を

g(x) = f(x) (f(x) ∈ W )

で定義するとき, 以下の問いに答えよ.

(1) f の核 Ker f の基底を求めよ.

74



(2) W の基底 v1, v2 に関する gの表現行列 Aを求めよ.

(3) Aの固有値をすべて求めよ.

(電気通信大類 28)　　 (固有番号 s281002)

14.6 V は実係数の 4次以下の多項式の全体

V =
{
a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 | a0, a1, a2, a3 ∈ R

}
とする. V は 1, x, x2 , x3 を基底とする実ベクトル空間になることが知られている.

さて, 線形変換 T : V → V を

(Tp) (x) = (1− x2)
d2p

dx2
(x)− 2x

dp

dx
(x) + 12p(x) , p ∈ V

によって定義する. 次の問いに答えよ.

(1) V の基底 1, x, x2, x3 に対する T の表現行列を求めよ.

(2) rank T を求めよ.

(3) ker T を求めよ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281302)

14.7 R3を 3次元実ベクトル空間とし, 次の 2つの基底（横ベクトル表示）を考える.

E = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)}

S = {s1 = (1, 0, 1), s2 = (2, 1, 2), s3 = (1, 2, 2)}
このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 基底 S から基底 E へ変換する行列 P を求めよ.

(2) [v]E および [v]S をベクトル vの基底 E および S による横ベクトル表示とする.

[v]E = (1, 3, 5)であるとき, [v]S を求めよ.

(3) Aおよび Bを 3× 3の行列とする. 任意の [v]E に対して [v′]E が [v′]E = [v]EA により決めら
れるとき, [v′]S = [v]SBとなる行列 Bを P, P−1 および Aを用いて表せ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281309)

14.8 高々2次の実係数多項式全体が成す線形空間を V = {a + bx + cx2 | a, b, c ∈ R} とする. ただし, R

は実数全体の集合であり, xは実数値をとる変数とする. また, 多項式 f(x), g(x)の和とスカラー倍
は, (f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x)と定義する. 以下の設問に答えよ.

(1) {1, 1 + x, x + x2}は線形空間 V の基底となることを示せ.

(2) 任意の f, g ∈ V に対して (f, g) = f(−1)g(−1) + f(0)g(0) + f(1)g(1) なる演算を定義する. こ
の演算 (f, g)は以下の内積の性質それぞれを満たすことを示せ.

1© 任意の f, g ∈ V に対して (f, g) = (g, f)

2© 任意の f, g, h ∈ V に対して (f, g + h) = (f, g) + (f, h)

3© 任意の f, g ∈ V と任意の実数 λに対して (λf, g) = λ(f, g)

4© 任意の f ∈ V に対して (f, f) ≥ 0で, 等号成立は f(x) = 0のときに限る.

(3) (2)で定義した内積 (f, g)のもとで 1, x, 3x2 − 2は直交することを示せ. さらに, 1, x, 3x2 − 2を
正規化して V の正規直交基底を 1組定めよ.
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(4) (3)で求めた V の正規直交基底を {L1, L2, L3}とする. 線形空間 V から 3次元の数ベクトル空
間 R3 への線形写像 ϕを

ϕ(1) = c1, ϕ(1 + x) = c2, ϕ(x + x2) = c3

で定めるとき, {L1, L2, L3}と {c1, c2, c3}に関するϕの表現行列Aϕを求めよ. ただし, c1, c2, c3

は R3 の線形独立な数ベクトルとする.

(5) Aϕ の行列式, 逆行列を求めよ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281319)

14.9 kを実数とし, 3次の正方行列 A, 3次の列ベクトル xをそれぞれ

A =




3 1 7
−1 k 4
1 0 −3


 , x =




x1

x2

x3




とし, R3 からR3 への写像 f を

f(x) = Ax

により定める. 以下の各問に答えよ.

(1) k = 1のとき, Aの固有値, 固有ベクトルをすべて求めよ.

(2) k = 1のとき, f は全単射となることを示せ.

(3) f は全単射とならないための kについての条件を求めよ. また, f がこの条件を満たすとき, f

の核 ker(f) = {x ∈ R3 ; f(x) = 0}と f の像 Im(f) = {f(x) ; x ∈ R3}の基底を一組求めよ.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281701)

14.10 V1と V2を 3次元ベクトル空間 R3 の線形部分空間とし,

V1 + V2 = {x + y | x ∈ V1, y ∈ V2}

とする. このとき, 次の各問いに答えよ.

(1) V1 ∩ V2と V1 + V2 は R3の線形部分空間になることを示せ.

(2) dimV1 = dimV2 = 2で V1 �= V2と仮定する. このとき, V1 + V2 = R3を示せ.

(3) V1 は




1
2
−1


と




2
0
1


 で生成される R3の線形部分空間とし,

V2 は




0
1
−1


と




7
4
0


 で生成される R3の線形部分空間とする.

このとき, R3の線形部分空間 V1 ∩ V2の基底を一組求めよ.

(新潟大類 28)　　 (固有番号 s282014)

14.11 kを実数とする. R3 の部分集合

W =


x =




x

y

z




∣∣∣∣∣ 2x + 10y + 3z = 0,
3x+ 15y + kz = 0




を考える. 次の問いに答えよ.
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(1) W が R3 の部分空間であることを示せ.

(2) W の次元と基底の 1組を求めよ.

(3) W の直交補空間W⊥を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282201)

14.12 連立方程式 {
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 0

を満たす点




x1

x2

x3

x4


 ∈ R4 の全体を V とする.

(1) V は R4 の線形部分空間であることを示せ.

(2) V の基底を一つ求めよ.

(3) R4 の基底で, (2)で求めた V の基底を含むものを一つ求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282225)

14.13 次の 4× 4行列 Aとベクトル b ∈ R4ついて以下の問いに答えよ.

A =




1 0 3 −2
1 1 1 0
3 2 5 −2
2 −2 10 −8


 , b =




2
3
8
a




(1) x =




x1

x2

x3

x4


 ∈ R4 に対する連立方程式 Ax = bが解を持つように定数 aを定めよ.

(2) (1)で求めた aに対して, 連立方程式 Ax = bの解を求めよ.

(3) 像空間 ImA = {Ax | x ∈ R4}の基底と次元を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282226)

14.14 実数を成分とする 2次正方行列全体がつくるベクトル空間をM とする.

A =

(
1 2
3 4

)
∈ M に対し, 線形写像 F : M → M を

F (X) = AX −XA (X ∈ M)

によって定義するとき, M の部分空間

KerF =
{
X ∈ M | F (X) = O

}
. ImF =

{
F (X) | X ∈ M

}
の次元を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282228)

14.15 写像 f : R3 → R3 を

f(




x1

x2

x3


) =




2x1 + 3x2 − x3

4x1 − x2

2x1




によって定める.
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(1) f は線形写像であることを示せ.

(2) Im f と Ker f の次元を求めよ. ただし,

Im f =
{
f(x)

∣∣ x ∈ R3
}

Ker f =
{
x ∈ R3

∣∣ f(x) = 0
}

である.

(3) 写像 f は逆写像 f−1 を持つか. 持つならばそれを求め, 持たなければその理由を記せ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282229)

14.16 R3の 2つの部分集合

V =






x

y

z



∣∣∣∣∣∣∣ 2x+ y + z = 0




W =






x

y

z



∣∣∣∣∣∣∣x− 2y + z = 0




を考える. 次の問いに答えよ.

(1) V ∩W の基底を求めよ.

(2) V とW の基底を求めよ.

(3) V +W を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282231)

14.17 (1) e1,e2,e3を R3 の標準的な基底とし, R3 の線形写像 f を次で定義する.

f(e1) = e1 + e3,

f(e2) = 2e1 − e2,

f(e3) = e1 + e2 + 3e3

このとき, 標準的な基底 e1,e2,e3 に関する f の表現行列を求めよ.

(2) R3 の部分空間 V を V =
{
v ∈ R3

∣∣ f(v) = 0
}
で定義する. V の基底を求めよ.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282236)

14.18 互いに直交する三つの単位ベクトル i, j, k による正規直交座標系 (i, j, k座標系)上の点 p(x, y, z)
を, この座標系と原点を共有し, 別の直交する三つの単位ベクトル i′, j′, k′ による正規直交座標系
(i′, j ′, k′座標系 )で示した場合, pの座標値は (x′, y′, z′)となった. なお, 座標系は右手系とする.

(1) x′, y′, z′ を x, y, z へ変換する行列M を求めよ.

(2) いま, i, j, k座標系における, ベクトル i, j, kを kの正側から見て, kを軸として右回りに

45◦回転し, 回転後の iの正側から見て, iを軸として右回りに 45◦回転した後のベクトル i, j, k

による座標系を i′, j′, k′ 座標系とする.

(a) i′, j ′, k′ 座標系で p1(1, 0, 0), p2(0, 1, 0), p3(0, 0, 1)で示される点の, i, j, k座標系での座

標を求めよ.

(b) i′, j ′, k′ 座標系から i, j, k座標系に変換する行列M の各要素の値を求めよ.

(c) M の転置行列は M の逆行列と等しくなる. i, j, k 座標系で p4(2, 1, 1) で示される点の
i′, j ′, k′ 座標系での座標を求めよ.

(名古屋大類 28)　　 (固有番号 s282805)
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14.19 空間ベクトルを

a1 =




1
1
0


 , a2 =




2
−1
3




とおく.

(1) {a1 , a2}からグラム・シュミットの正規直交化法を用いて, 正規直交系 {u1 , u2}を求めよ.

(2) (1)で求めた u1 , u2を含む R3 の正規直交基底を 1組求めよ.

(名古屋工業大類 28)　　 (固有番号 s282905)

14.20 a, bを定数とするとき, R4 の部分集合

W =







x

y

z

w



∣∣∣∣∣∣∣

x+ 3y + 5z − w = a

x− y − 3z + 3w = b

2x− y − 4z + 5w = 0




について, 以下の問いに答えよ.

(1) W が R4 の部分空間となるように a, bの値を定めよ.

(2) a, bが (1)で定めた値のとき, W の次元と基底を求めよ.

(名古屋工業大類 29)　　 (固有番号 s292904)

14.21 実ベクトル空間 V とそのベクトル x1, x2, · · · , xn について, 次の問いに答えよ.

(1) x1, x2, · · · , xn が一次独立であるとはどういうことか, その定義を述べよ.

(2) x1, x2, · · · , xn が V を生成するとはどういうことか, その定義を述べよ.

(3) V = R4で

x1 =




1
2
1
2


 , x2 =




2
1
2
1


 , x3 =




1
1
1
1


 , x4 =




1
0
1
0


 , x5 =




1
2
3
4




のとき, x1, x2, x3, x4, x5 が V を生成するかどうかを, (2) で述べた定義にしたがって調
べよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283604)

14.22 Aを n次の複素正方行列とする．ある自然数mについて, Am = Oが成り立つならば, An = Oが

成り立つことを示そう.

証明は背理法により行う. すなわち, An �= Oと仮定して矛盾を導く. An �= Oより, ある n次元

複素数ベクトル xをとると, Anx �= 0となる. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) x, Ax, · · · , Anxは一次独立であることを示せ.

(2) 複素 n次元数ベクトル空間 Cnの n+ 1個のベクトルは必ず一次従属であることを示せ.

(3) 上記の (1), (2)を用いて証明を完成せよ.

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283606)
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14.23 X,Y を集合とし, f : X → Y を写像とする. Ai, AでX の任意の部分集合を, B で Y の任意の

部分集合を表すとき, 次の主張（命題）のそれぞれについて, 正しければ証明をし, 正しくなければ
反例を挙げよ.

(1) f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2)

(2) f(A1 ∩A2) = f(A1) ∩ f(A2)

(3) f(A ∩ f−1(B)) = f(A) ∩B

ここで f(A)は Aの f による像を, f−1(B)は Bの f による逆像を表す:

f(A) =
{
f(a) | a ∈ A

}
, f−1(B) =

{
x ∈ X | f(x) ∈ B

}
(神戸大類 29)　　 (固有番号 s293806)

14.24 自然数 nに対して, 次数 n以下の実数係数 1変数多項式全体からなる実ベクトル空間 Pn を考え,

Hn(x) = ex
2
(

d

dx

)n
e−x

2

とおく. 以下の各問に答えよ.

(1) H0(x), H1(x), H2(x)を具体的に求めよ.

(2) Hn(x)が次数 nの多項式であることを示せ.

(3) H0(x), H1(x), · · · , Hn(x)が Pn の基底をなすことを示せ.

(4) 0≦m < nを満たす任意の整数mについて, 次の式が成り立つことを示せ.∫ ∞

−∞
xmHn(x)e−x

2
dx = 0

(神戸大類 28)　　 (固有番号 s283807)

14.25 t ∈ Rに対して, 3次正方行列 Aを次で定める.

A =




t 1 1
1 t 1
1 1 t




以下の問いに答えよ.

(1) Aの行列 detAを tの多項式で表し, かつ, detA = 0となる tを求めよ.

(2) rank(A)を tの値で場合分けして求めよ.

(3) 3個の列ベクトル a, b, c ∈ R3 を次のようにとる.

a =




t

1
1


 , b =




1
t

1


 , c =




1
1
t




そして, 線形写像 f : R3 → R3を

f(x) =〈x, a〉a +〈x, b〉b +〈x, c〉c , (x ∈ R
3)

と定める. ここで〈·, ·〉は, x =t (x1, x2, x3, ), y =t (y1, y2, y3, ) ∈ R3 に対して

〈x, y〉= x1y1 + x2y2 + x3y3で与えられる R3上の標準内積である.

rank(f)を tの値で場合分けして求めよ.

(岡山大類 28)　　 (固有番号 s284004)
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14.26 Aは実 n× k行列でその階数は rankA = k < nとする. 以下の問いに答えよ.

(1) tAAが対称行列であることを示せ.

(2) tAAが正定数かつ正則であることを示せ.

(3) tAAの逆行列が対称行列であることを示せ.

(4) bは実 n次元列ベクトルとし, 実 k次元列ベクトル空間 Rk から Rへの写像 f を

f(x) =t (b − Ax)(b − Ax)

を定める. このとき,

f(x) = t
(
x − ( tAA)−1 tAb

)
( tAA)

(
x− ( tAA)−1 tAb

)
+ tbb − tbA( tAA)−1 tAb

であることを示し, f(x)を最小にする xを求めよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284103)

14.27 実行列　 A =




3 2 6
2 6 9
−2 −4 −7


　を考える. 以下の問いに答えよ.

(1) Aの固有値と対応する固有ベクトルを求めよ.

(2) A−1 の固有値と対応する固有ベクトルを求めよ.

(3) 実 3次元ベクトル空間 R3 の基底 {x, y, z}を任意にとり, R3 のベクトルの列 {vn}に対して
vn = anx+ bny + cnzとする. ただし, an, bn, cnは実数である. このとき, {vn}が有界であ
ることと, {an}, {bn}, {cn}がすべて有界数列であることとが同値であることを示せ. ただし,
{vn}が有界であるとは, vn の長さからなる数列 {||vn||}が有界であることと定義する.

(4) W =
{
w ∈ R3

∣∣∣ {Anw | n = 1, 2, 3, · · · }は有界
}
とおく. W が R3 の部分線形空間になるこ

とを示し, その基底を求めよ.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284105)

14.28 a, b, cは実数であるとする. A =




1 0 0
a 1 0
b c 1


 . J =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 とおく. このとき, 次の問い

に答えよ.

(1) A−1 を求めよ.

(2) B = AJA−1とおく. Bを求めよ.

(3) (2)のBによって定まる線形写像を f : R3 → R3と書く. このとき Im(f) ⊂ Ker(f)であること
を示せ. ただし, Im(f)と Ker(f)はそれぞれ f の像と f の核を表すものとする.

(4) (3)の線形写像 f に対して, Ker(f)の基底を一組求めよ.

(高知大類 28)　　 (固有番号 s284504)

14.29 xを実数とする. 3次元ベクトル空間 R3の 3つのベクトル

v1 =




1
2
−1


 , v2 =




−1
0
2


 , v3 =




1
x

1




に対して, 以下の問いに答えよ.
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(1) ベクトル v1, v2 が 1次独立であることを示せ.

(2) ベクトル v1, v2, v3が 1次従属であるとき, xの値を求めよ.

(3) x = 5のとき, ベクトル v1, v2, v3が R3の基底であることを示せ.

(愛媛大類 28)　　 (固有番号 s284601)

14.30 (1) 3次実列ベクトル全体からなるベクトル空間 R3の 4つのベクトルを

a1 =




1
2
1


 , a2 =




1
1
4


 , a3 =




2
3
3


 , a4 =




2
3
6




とする. このとき,

(ア) a1, a2, a3 は 1次独立であることを示せ.

(イ) a4を a1, a2, a3 の 1次結合で表せ.

(2) 実数上のベクトル空間 V の基底を v1, v2, v3 とする. 線形写像 f : V → V が次を満たすとき,


f(v1) = v1 + 2v2 + v3

f(v2) = 2v1 + v2 + v3

f(v3) = 4v1 + 2v2 + 2v3

このとき,

(ウ) f の像 f(V )の次元を求めよ.

(エ) f(W ) = W を満たす V の 1次元の部分空間W をすべて求めよ.

(島根大類 28)　　 (固有番号 s285801)

14.31 4次実正方行列 Bのすべての固有値は 0であるとする. このとき, 次の問いに答えよ.

(1) B4 は零行列であることを示せ.

4次実列ベクトル全体からなるベクトル空間を R4 とする. c ∈ R4は B3c �= 0を満たすとし,

P = [ c Bc B2c B3c ]を c, Bc, B2c, B3cをそれぞれ第 1, 第 2, 第 3, 第 4列にもつ

4次実正方行列とする. 　

(2) c, Bc, B2c, B3cは R4の基底であることを示せ.

(3) P は正則行列であることを示し, P−1BP を求めよ.

(島根大類 28)　　 (固有番号 s285802)

応用数学

15 応用数学

15.1 周期 2πの周期関数　 f(x) =
x2

π

(
−π ≤ x ≤ π

)
　のフーリエ級数 S[f ]を求めよ.

(北海道大類 28)　　 (固有番号 s280103)

15.2 一次関数 f =
z − i

z + 2
による, z平面上の単位円 |z| = 1の f 平面への写像を求めよ.

ここで, i =
√−1である.

(北海道大類 28)　　 (固有番号 s280104)
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15.3 3次元微分演算子∇ =
(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
に対して∇r を求めなさい.

ただし r = (x, y, z), r = |r| =
√

x2 + y2 + z2 である.

(お茶の水女子大類 28)　　 (固有番号 s280607)

15.4 複素関数 f(z) =
eiz

z2 + 1
に対して, 以下の各問いに答えよ. ただし, i =

√−1で, eは自然対数の底

とする.

(1) f(z)のすべての極を求め, 各極における留数を求めよ.

(2) z = Reiθ (R > 1, 0≦θ≦π)のとき, 次の不等式が成り立つことを証明せよ.

|f(z)|≦ 1
R2 − 1

(3) 広義積分 I =
∫ ∞

0

cosx
x2 + 1

dxを求めよ.

(電気通信大類 28)　　 (固有番号 s281005)

15.5 xy 平面の y > 0なる領域（上半面）の点 P (x, y)に対して, 点 A(L, 0)および点 B(−L, 0)からの距
離の二乗

R1 = (x− L)2 + y2 , R2 = (x + L)2 + y2

を考える. ここで L > 0とする. また, f(x, y) =
1
2
log

(
R1

R2

)
とする.

O

y

x

AB

L−L

D
R1 = b1

R1 = a1

R2 = b2

R2 = a2

(1) 偏導関数
∂f

∂x
,
∂f

∂y
を求めよ.

(2) cをゼロでない定数とし, xy 平面の上半面において f(x, y) = cで表される曲線を考える. この
曲線上の任意の点 (x0, y0)における法線の方程式を求めよ. そして, その法線と x軸との交点が

cと Lだけで決まることを示せ.

(3) a1, a2, b1, b2を正の定数とし, R1 = a1とR1 = b1で指定される円がそれぞれR2 = a2とR2 = b2

で指定される円と交わる場合を考える（図を参照）. ここで a1 < b1, a2 < b2 とし, xy 平面の

上半面において a1 ≤ R1 ≤ b1, a2 ≤ R2 ≤ b2で指定される領域をDとするとき, Dを x軸の周

りに回転して出来る回転体の体積は

V = 2π
∫
D

ydxdy

で与えられる. x, yに関する積分を R1, R2に関する積分に変換することにより V を求めよ.

(4) xy 平面を複素平面と考え, 点 P (x, y)を複素数 z = x + iyに対応させ,

複素関数 g(z) = log
(
z − L

z + L

)
を考える. z − L = r1e

iθ1 , z + L = r2e
iθ2 とおくことにより,

g(z) の実部は f(x, y) に一致することを示せ. ただし, 0 < r1, 0 < r2, 0 < θ1 < π, および
0 < θ2 < πとする. さらに g(z)の虚部は三角形 PAB のどの内角に対応するか答えよ.
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(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281315)

15.6 関数 f(x, y) = log(x2 + y2)について, 以下の設問に答えよ.

(1) 原点を除いた領域において, ラプラス方程式を満足することを示せ.

(2) 広い意味の積分
∫∫

x2+y2≤1

f(x, y)dxdy は存在するか. 存在するときはその値を求めよ.

(3) 複素数 z = x + iyの関数 f(x, y) + ig(x, y)が, 領域 Re z > 0 (x > 0)において正則となるよう
に, 関数 g(x, y)を定めよ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281318)

15.7 i, j, kを基本ベクトルとする xyz 空間上のベクトル場 A = xi + 2yj + 3zkの面積分
∫
S

A · dS を,

発散定理を用いて求めよ. S は原点を中心とする半径 1の球面とする.

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281405)

15.8 xyz 空間上のスカラー場 ϕ = x − 2
3
yz の曲線 C に沿う線積分

∫
C

ϕdsを求めよ. C は原点 O から

(3, 3, 3)に至る線分とする.

(埼玉大類 28)　　 (固有番号 s281406)

15.9 複素平面において, 0を始点, πを終点とする曲線 C : z(t) = t+ i sin t (0 � t � π)を考える. 以下
の各問に答えよ.

(1) 曲線 C を複素平面上に図示せよ.

(2) 導関数 z′(t)を求めよ.

(3) 複素積分
∫
C

zdzを計算せよ. ただし, z は zの共役複素数を表す.

(茨城大類 28)　　 (固有番号 s281707)

15.10 位置ベクトル r = (x1, x2, x3) ≡ (xi)と時間 tの関数として, ベクトルA(r, t), B(r, t), E(r, t)が与
えられているとき, 次の設問に答えよ.

(1) ベクトルAの成分 Ai (但し, i = 1, 2, 3)を用いて,

(a) � · A (b) �×A (c) � · �A ≡ �2Aを表せ.

(2) �×�×A = �(� · A)−�2A という関係が成り立つことを, i成分について示せ.

(3) �×B =
1
c

∂E

∂t
および�×E = −1

c

∂B

∂t
から, E を消去してB の満たす方程式を求めよ.

但し, cはゼロでない定数とする.

(4) B = �×Aかつ� · A = 0が成り立つとき, (2)と (3)の結果を用いて, Aの満たす方程式を

求めよ.

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281807)

15.11 次の計算をしなさい. ただし, i, j, kはそれぞれ x軸, y軸, z軸方向の単位ベクトルである.

(1) スカラー関数 φ =
1√

x2 + y2 + z2
の勾配

(2) ベクトル関数A = xi + yj + zkの発散

(3) ベクトル関数 v = yi − xj の回転

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282209)
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15.12 始点 (0, 0, 0)と終点 (1, 1, 1)を直線で結ぶ経路を C とする. 経路 C に沿ったベクトル関数

A = (x2 + y)i + (xy + z)j − yzkの線積分
∫
C

A · drを計算しなさい.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282210)

15.13 平面 x+ y + z = 1が座標軸と交わる点をA,B,C , 3点A,B,C を結ぶ線分で囲まれた三角形を S と

する. ベクトル関数A = 2xi + yj + 2zkの S 上での面積分
∫∫

S

A · ndS を計算しなさい. ただし,

nは S の単位法線ベクトルで, 原点から S へ引いた垂線の向かう向きとする.

(金沢大類 28)　　 (固有番号 s282211)

15.14 以下の積分をおこないなさい. ただし, i =
√−1とする.

(1)
∫

e−iωtdt (2)
∫ 1−i

0

(iz + 2)dz なお, 積分経路は直線とする.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282423)

15.15 次式 (nは整数)で示される関数のフーリエ級数を求めよ.

f(x) =


 −1

2
(2n− 1)π < x≦ 2nπ

1 2nπ < x≦ (2n+ 1)π

(名古屋大類 28)　　 (固有番号 s282803)

15.16 (1) 複素変数 zの関数 f(z) = zは正則であるか否かを判定せよ. ただし, z は z の複素共役とする.

(2) a > b > 0となる実定数 a, bにおいて, 積分　 I =
∫ 2π

0

dt

a+ b cos t
　の値を求めよ.

(3) 複素平面 C から 1 点 α だけを除いた領域 D(α) = C − {α} において, 複素変数 z の関数

g(z) = 1/(z − α)の原始関数を求めよ. もし存在しないならばその理由を述べよ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283505)

15.17 (1) αは整数でない実数とする. cos(αx) (−π < x < π) をフーリエ級数展開せよ. すなわち

cos(αx) =
a0

2
+

∞∑
n=1

{
an cos(nx) + bn sin(nx)

}
, −π < x < π

を満たす

an , n = 0, 1, 2, · · ·
bn , n = 1, 2, · · ·

を求めよ.

(2) yは sin y �= 0を満たす実数とする. (1)の結果を利用して

1
siny

=
1
y
+

∞∑
n=1

(−1)n
{

1
y + nπ

+
1

y − nπ

}

が成立することを示せ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283506)

15.18 以下の問いに答えよ. ただし, i =
√−1は虚数単位とする.

(1)
(1−√

3i)5

(
√
3− i)3

を x + iyの形で表せ.
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(2) 複素関数 f(z) = f(x + iy) = x2 − y2 + 2xyiは正則であることを示し,

導関数 f ′(z)を求めよ. また, f ′(z)も正則であることを示せ.

(3) 図に示す複素平面上の積分経路 C1, C2, C3に沿って,

問い (2)の複素関数 f(z)をそれぞれ積分した,∫
C1

f(z)dz,
∫
C2

f(z)dz,
∫
C3

f(z)dz を求めよ.

また, 積分経路 C = C1 +C2 + C3に沿って

f(z)を積分した
∫
C

f(z)dz を求めよ.
O

y

x1

i

C1

C2
C3

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283511)

15.19 (1) 次の方程式において, zについてすべての解を極形式で表せ. また, それを複素平面上に図示せ
よ. ただし, iは虚数単位である. 　　 z3 = −2 + 2i

(2) 留数定理を用いて, 次の積分値を求めよ. 　 I =
∫ ∞

−∞

cosx
x4 + 1

dx

(大阪府立大類 28)　　 (固有番号 s283601)

15.20 ∇× (r r)の値を計算せよ. ただし, 途中の計算式も解答用紙に明記すること. 与式において, 右側
の rは任意の点の位置ベクトルで, 左側の rは r = |r|なるスカラーである.

(広島大類 28)　　 (固有番号 s284107)

15.21 (1) (a) 周期 2Lの区分的に連続な関数 f(x) をフーリエ級数で表現した式を示し, そのフーリエ係
数を求める式を示せ.

(b) 次の関数 f(x) (−2≦ x≦ 2)のフーリエ級数を求めよ.

f(x) =




−2x− 4 (−2≦ x < 0)
0 (x = 0)

4− 2x (0 < x≦ 2)

(2) t > 0で定義された関数 f(t)のラプラス変換を F (s) = L[f(t)] =
∫ ∞

0

f(t)e−stdtとする. 必要

ならば下記の表にある関係式を用いて, 次の関数の逆ラプラス変換を求めよ. また (b)について
は, f(t) (t > 0)のグラフをかけ.

(a) F (s) =
2

s(s + 1)(s + 2)

(b) F (s) =
−s+ 2

s2 + 2s + 4

L[1] =
1
s
, L[tn] =

n!
sn+1

(n = 1, 2, · · · ), L[eat] =
1

s − a
, L[sinωt] =

ω

s2 + ω2
,

L[cosωt] =
s

s2 + ω2
, L[f(at)] =

1
a
F
( s
a

)
, L[eatf(t)] = F (s− a), L[f(t − τ )] = e−sτF (s)

表：

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284703)

15.22 直交座標系の x, y, z 軸の基本ベクトルを i, j, kとし, 位置ベクトルを r = xi + yj + zkとする.

閉曲線 C : r = 2 cos θi + 2 sin θj + k (0≦θ≦ 2π)について, 以下の問いに答えよ.

(1) 閉曲線 C 上の点における大きさ 1の接ベクトルを求めよ.

(2) スカラー場 ϕ =
1
4
x2y の 閉曲線 C に沿う線積分を求めよ.
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(3) 閉曲線 C で囲まれた円板を S とし, ベクトル場Aを

A = −1 + z

x2
i +

z2

xy
j + (x2z − y)k

とする. (�ϕ)×A + ϕ(�×A)の S 上の面積分を求めよ.

(九州大類 28)　　 (固有番号 s284704)

15.23 複素数 z = 2 + 2
√
3iについて, 次の各問に答えよ. ただし, iは虚数単位とする.

(1) zを複素平面上に図示せよ.

(2) 絶対値 |z|と偏角 arg zの値を, それぞれ求めよ. ただし, 0≦ arg z < 2πとする.

(3) zを極形式で表せ.

(宮崎大類 28)　　 (固有番号 s285302)

15.24 次の 2つのベクトル A, B の内積と外積を求めなさい. ただし, i, j, kは x軸, y 軸, z 軸の基本単

位ベクトルとする.

A = a1i + a2j + a3k B = b1i + b2j + b3k

(鹿児島大類 28)　　 (固有番号 s285415)

15.25 直交座標系の任意の点 P (x, y, z)において, ベクトル場Aを考える.

AをA = (Ax, Ay, Az) = (x, y, z)とし, 原点を中心として半径 aの球面を閉曲面 S とした時, 以下
の問いに答えよ.

(1) 閉曲面 S 上の任意の点における法線ベクトル n (|n| = 1)を求めよ.

(2) 閉曲面 S 上全体にわたる面積分
∫∫

S

A · n dS を求めよ.

(3) 閉曲面 S 内全体にわたる体積分
∫∫∫

divA dV =
∫∫∫

� · A dV を求めよ.

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285508)

15.26 以下の不定積分を計算せよ. なお, 積分定数は省略してよい.∫
xe−jxdx (j は虚数単位を表す)

(室蘭工業大類 28)　　 (固有番号 s285511)

15.27 ベクトル場−→a = y
−→
i − x

−→
j と曲線 C : −→r = (cos2 t)

−→
i + (sin2 t)

−→
j

(
0 ≤ t ≤ π

2

)
について, 以下の

問いに答えよ.

(1) d−→r を計算せよ.

(2) 内積 −→a · d−→r を計算せよ.

(3) (2)の結果を用いて, C に沿う線積分 I =
∫
C

−→a · d−→r の値を求めよ.

(首都大類 28)　　 (固有番号 s285913)

15.28 次の各問いに答えなさい. ただし, iを虚数単位とする.

(1) z = x+ yi（x, y は実数）とするとき, 複素関数 f(z) = (x2 + x+ ay2) + (bxy + y)iが複素数全
域で正則になるよう, 実数の定数 a, bを定めなさい.
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(2) 複素積分
∫
C

dz

z2 + 1
を求めなさい.

ただし, 積分経路 C は, 複素平面において−1, 1, 2iを頂点とする三角形の周に, 反時計回りの
向きを付けたものとする.

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286506)

15.29 (1) f(x) = | sinx| (−π ≤ x ≤ π)で定められる周期関数をフーリエ級数に展開しなさい.

(2)
∞∑
m=1

1
(2m− 1)2(2m+ 1)2

の値を求めなさい.

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286507)

確率統計

16 確率統計

16.1 確率 pで成功し, 確率 1 − pで失敗する独立な実験を n回繰り返す. Xi は i回目の実験が成功した

ときにXi = 1, 失敗したときにXi = 0となる確率変数とする. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 「確率変数X1,X2, · · · ,Xn が独立である」ことの定義を述べよ.

(2) 確率変数 Y が確率 p1, p2, · · · , pnで値 y1, y2, · · · , yn をとるとき, その期待値を µ, 分散を σ2と

する. このとき任意の実数 λに対して, 「|Y − µ| > λσとなる」確率 P (|Y − µ| > λσ)は以下
の不等式を満たすことを, 分散 σ2 の定義を変形することにより示せ.

P (|Y − µ| > λσ) ≤ 1
λ2

(3) (2)で得られた不等式を用いて, 成功確率が 0.5の独立な試行を n回行った時, 「成功割合が 40%
以上で, かつ 60%以下となる」確率が 0.99以上となるような nの下限（すなわち最低限必要な

実験回数）を示せ.

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281313)

16.2 確率変数 Z が x 以上になる確率を P (Z ≥ x) と書くとき, 0 ≤ α ≤ 1 を満たす α に対して Z の

100(1− α)パーセント点 zα は

P (Z ≥ zα) = α

で定義される. 特に Z が標準正規分布に従うとき, zαの具体的な値は次表で与えられる.

α 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005

zα 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576

また, 期待値 µ, 分散 σ2が正規分布を N(µ, σ)で表すとする. このとき, 以下の問に答えよ.

(1) 期待値 µ, 分散 σ2が未知のN(µ, σ)に従う母集団からとった n個の標本に対して, 標本平均と標

本分散をそれぞれ xと s2 とする. このとき,
√
n
(x− µ)

s
は t分布に従う. t分布の 100(1− α)

パーセント点を tn−1;αとするとき, µの 100(1− α)パーセント信頼区間を示せ.

(2) N(µ, σ) に従う母集団から大きさ 4の標本を選んだところ, 観測値は 12.7, 13.0, 13.3, 13.0で
あったとする. 以下の (a),(b)の場合に µの 95%信頼区間を求めよ.

(a) σ2 = 0.16であることがわかっている場合

(b) σ2 が未知である場合（ただし, tn−1;α は zα に等しいと仮定する）

(筑波大類 28)　　 (固有番号 s281314)
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16.3
ふた
蓋 のない t個の箱 b1, b2, · · · , bt が置いてある. いずれの箱も高さは同じである. 箱 bn の幅と奥

行きはともに an cmであり, a1 = 10, at = 30, an =
√

n

n− 1
an−1 (n = 2, 3, · · · , t)とする. このと

き, 石を投げて箱に入れるゲームを考える. 石がいずれかの箱に入る確率は
5
6
それぞれの箱に石が

入る確率は上面の面積に比例しているとする. 以下の問いに答えよ.

(1) 数列 {an}の一般項を求めよ.

(2) すべての箱の上面の面積の合計を求めよ.

(3) 投げた石が箱 b1に入る確率を求めよ.

(4) 箱 bn に石が入ったときの得点を pn としたとき, p1 = 10, pn = pn−1 − 1 (n = 2, 3, · · · , t)とす
る. いずれの箱にも入らなかったときの得点を 0点とする. このとき, 石を投げて得られる得
点の期待値を求めよ.

(群馬大類 28)　　 (固有番号 s281502)

16.4 コインの表裏を出す確率事象に対して, 表がでる確率が 0.1で裏がでる確率が 0.9 であるとする. こ
の事象を n回行う試行を考える.

n回の試行を行ったとき, 表が k回出現する確率分布 P (k)が次式で与えられることを示せ.

P (k) =
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k ただし p = 0.1

nが 100であるとき, kに関して P (k)が, k = 10で最大になることを示せ.

(山梨大類 28)　　 (固有番号 s281803)

16.5 nを 3以上の整数とする. 赤玉が n個, 白玉が n個, 合計 2n個が袋に入っている. この袋からでた
らめに玉を 1個取り出し, その玉を元に戻さない. この操作を 3回繰り返し行い, 取り出した順に一
列に並べ, 次の方法で得点X を計算する.

・「赤赤赤」と並んだ場合はX = 2とする.

・「赤赤白」または「白赤赤」と並んだ場合はX = 1とする.

・それ以外の場合はX = 0とする.

下の問いに答えなさい.

(1) X = 2である確率 P (X = 2)を求めなさい.

(2) X = 1である確率 P (X = 1)を求めなさい.

(3) X の期待値 E(X)を求めなさい.

(長岡技科大類 28)　　 (固有番号 s282101)

16.6 下図のように, 箱の中に赤玉と白玉が 3個ずつ入っている. 二人で交互に箱の中から玉を取り出すと
き, 次の問いに答えなさい. ただし, 箱の中は見えないものとする. なお, 先に玉を取り出すものを
先攻, 後で玉を取り出すものを後攻と呼ぶことにする. また, 勝敗は点数の高いほうを勝ちとする.
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(1) 赤玉を 1点, 白玉を−2点として, それぞれ交互に 3回, 玉を取り出して合計得点を競う. ただ
し, 取り出した玉は, 箱には戻さないものとする. 先攻と後攻では, どちらが有利かを議論しな
さい.

(2) 赤玉を 1点, 白玉を −2点として, それぞれ交互に 3回, 玉を取り出して合計得点を競う. 今

回は, 取り出した玉を箱に戻すか, 戻さないかを取り出した後に決められるものとする. 先攻

と後攻では, どちらが有利かを議論しなさい.

(3) 赤玉を 1点, 白玉を α点として, それぞれ交互に玉を取り出し, 合計得点が先に 5点を超えた
ものを勝ちとする. ただし, 取り出した玉は, 箱に戻すものとする. 先攻と後攻のどちらが有

利かを αの値を考慮して, 議論しなさい.

(福井大類 28)　　 (固有番号 s282425)

16.7 ある工場は午前 4時間, 午後 6時間, 夜間 2時間の合計 12時間稼動し, 稼動中はいつも製品X を時

間当たり一定の個数生産している. 生産後にすべての製品 X を検査し, ある基準値以上の性能があ

れば高価な S 級として, それ以外を通常の E級として出荷している. 午前に生産した製品X は
1
2
が

S級となる. 同様に午後は
1
3
が S 級となり, 夜間は

3
4
が S 級となる. この工場から出荷されたE級

の製品X のある一つが, 午前に生産されたものである確率を求めよ. 答えは規約分数で記せ.

(豊橋技科大類 28)　　 (固有番号 s282707)

16.8 下図のように, 空間上に点 O(0, 0, 0)と点 P (3, 2, 3), および点M(1, 0, 3)がある. ロボット Aは点

Oから点 P に, ロボット Bは点 P から点 Oに, それぞれ最短経路（8ステップ）で移動する. た

だし, 1ステップの移動は, x軸, y 軸, z軸のいずれか 1方向に長さ 1だけの移動とする. 以下の

問いに答えよ.

x

y

z

O

M P

(1) 点 Oから点 P に移動する最短経路は何通りあるか答えよ.

(2) 点 Oから点 P に, 点M を通って移動する最短経路は何通りあるか答えよ.

(3) ロボット AとBはそれぞれ独立に, すべての可能な最短経路の中から無作為に一つを選択する.
選択した経路に沿って, それぞれの出発点からロボットAとBが同時に出発し, 同時に 1ステッ
プずつ移動していくとき, 点M で両者が出会う確率を求め, 既約分数で答えよ.

(豊橋技科大類 29)　　 (固有番号 s292701)

16.9 3つのつぼがあり, つぼ Aには白玉 5個, 赤玉 3個, つぼ Bには白玉 4個, 赤玉 4個, つぼ C には

白玉 1個, 赤玉 7個が入っている. 1から 6の目が等しい確率で出るサイコロを振って, 1の目が出
たらつぼAを, 2, 3の目が出たらつぼBを, 4, 5, 6の目が出たらつぼ C を選択して, そのつぼから玉
を無作為に 1個取り出して元に戻す試行を繰り返す.
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(1) 1回の試行を行った時に白玉を取り出す確率を求めよ.

(2) 1回の試行を行って白玉を取り出した場合にサイコロの 4の目が出た確率を求めよ.

(3) 4回試行した場合の白玉が出る回数の確率の分布を求めよ.

(4) 10回試行した場合の白玉が出る回数の確率の期待値
(
E(X)

)
と分散

(
V (X)

)
を求めよ.

(名古屋大類 28)　　 (固有番号 s282802)

16.10 (1) 異なる n個のものから r個をとって並べる方法（順列）の数 nPr, および組合せの数 nCr を式

で表せ. また, それぞれの式の意味および両式の関係について説明せよ.

(2) 下図の点 Oから出発し, サイコロを投げて次の規則に従って 1目盛りだけ進むものとする.

（規則）1または 2の目が出れば右に進み, それ以外の目が出れば上に進む.

このとき, 点 Qに達する確率は, 点 P に達する確率の何倍になるか.

O

Q

P

(三重大類 28)　　 (固有番号 s283113)

16.11 あるスポーツチームの試合結果は「勝ち」,「負け」,「引き分け」のいずれかとする. また,

• ある試合に勝った場合, 次の試合に勝つ確率は 7/10, 負ける確率は 3/10

• ある試合に負けた場合, 次の試合に勝つ確率は 6/10, 負ける確率は 4/10

• ある試合に引き分けた場合, 次の試合に勝つ確率は 1/3, 負ける確率は 1/3,

引き分ける確率は 1/3

である. 次の (1)～(3)に答えよ.

(1) 最初の試合に引き分けた場合, 3試合目に勝つ確率を求めよ.

(2) 最初の試合に引き分けた場合, n(≥ 2)試合目に勝つ確率を求めよ.

(3) 最初の試合に引き分けた場合, n(≥ 2)試合目に初めて勝つ確率を求めよ.

(京都大類 28)　　 (固有番号 s283303)

16.12 表が出る確率が p. 裏が出る確率が (1 − p)の硬貨を投げ, 表が出れば得点が 1点増え, 裏が出れば
得点が 1点減るゲームをする. 硬貨を t回投げた後の得点を Zt点とするとき, 次の (1)～(4)に答え
よ. ただし, Z0 = 0とする.

(1) Z3 = 1となる確率を求めよ.

(2) Z3 = 1かつ Z7 = 3となる確率を求めよ.

(3) Zt = kとなる確率を求めよ. ただし, −t ≤ k ≤ tとする.

(4) 硬貨を t回投げたとき, 表が偶数回出る確率を求めよ.

(京都大類 28)　　 (固有番号 s283304)

16.13 mを 6以上の偶数, nを 3 � n � m

2
を満たす自然数とする. 正m角形のm個の頂点に, 時計回り

に 1, 2, 3, · · · ,mと番号をふる. このm個の頂点から n個の頂点を無作為に選んで n角形を作る. た
だし, 頂点が一つでも異なる n角形は異なるものとする. このとき, 以下の設問に答えよ.

(1) m = 8のとき, 辺上, または内部に正 8角形の中心を持たない 3角形の総数を答えよ.
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(2) n角形が, 辺上, または内部に正m角形の中心を持たない確率を Pn,m とする. Pn,mを nとm

を用いて表せ. また, lim
m→∞Pn,mを求めよ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283503)

16.14 2次元平面において, 4点 (
√
2, 0), (0,

√
2), (−√

2, 0), (0,−√
2)で囲まれた菱形を考える. その内部

において, ランダムに点 P をとる. P から最も近い菱形の周上の点をQとし, PQの長さをX とす

る. PQの長さを求める操作を独立に n回繰り返し, X1, X2, · · · , Xn を得た. ただし nは自然数

とする. 以下の設問に答えよ.

(1) X の分布関数, すなわち, F (x) = P (X ≤ x)を求めよ.

また, F (x) =
∫ x

0

f(y)dy を満たす確率密度関数 f(x)も求めよ.

(2) PQの長さの平均X =
1
n

n∑
i=1

Xi の期待値 E(X)を求めよ.

(3) 平均X の分散 V (X)を求めよ.

(大阪大類 28)　　 (固有番号 s283507)

16.15 (1) 事象 Aと B は, P (A) = 0.3および P (A ∪ B) = 0.5を満たしているとする. このとき, 次の
(ア)と (イ)の場合における P (B)の値をそれぞれ求めなさい.

(ア) Aと Bが排反である場合 (イ) Aと Bが独立である場合

(2) 確率変数X は 1, 2, 3, 4いずれかの値をとり, その確率分布は

P (X = k) =
ck

4
(k = 1, 2, 3, 4)　で与えられるとする. ただし, cは定数である. このとき,

つぎの (ア)から (ウ)の値をそれぞれ求めなさい.

(ア) 定数 cの値 (イ) X の期待値 (ウ) X の分散

(和歌山大類 28)　　 (固有番号 s286508)
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